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Analysis II fiir M, LaG, Ph
13. Tutorium

Loésungsvorschlag

Divergenz als Quelldichte
Es sei F: R? — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld und zy € R2. Fiir r > 0 betrachten
wir den Fluss
F(x)-n(z)do(x)
OBy
von F' durch den Rand 0B, der abgeschlossenen Kugel B, von Radius r um xg, wobei n
den dufleren Normaleneinheitsvektor bezeichne. Zeigen Sie mit dem Gaufischen Integralsatz,

dass
1

}ig(l) Vol(B,) /a& F(x) -n(z)do(x) = divF(zo).

gilt. Somit lasst sich die Divergenz als Stérke einer Quelle oder einer Senke in einem Geschwindigkeits-

oder Kraftfeld interpretieren.

Losung. Es gilt fiir r > 0

1

Anwendung des GauBischen Integralsatzes liefert

/ V() ds = /a | F(@) n(a) o)

Wir erhalten fiir r > 0

F(z) -n(x)do(x
divF(xg) — faBT (V(il(Bi)) (=) = # /a& divF(xg) dz — /T F(z) -n(z)do(x)
< % ; |divF(zo) — divF(z)| dx.

Da divF stetig ist, finden wir zu € > 0 ein rg > 0, so dass
|divF (z) — divF(zo)| <e Vre B, Vr<rg
gilt. Es folgt

' Jop, F(@) - n(x) do(z)

diVF(xo) VOI(BT)

€

fiir alle r < ry und damit die Behauptung.

Greensche Formeln zweiter Ordnung

Sei B C R? ein BV-Normalbereich mit positiv orientiertem Rand v = 0B, der sich stiick-
weise als regulirer C'- Weg schreiben lisst. Seien f, g : U — R zwei stetig differenzierbare
Funktionen auf einer offenen Menge U O B. Dann gelten die beiden Greenschen Formeln

. f— 789

/Bngd:E—I—/BVf ng:v—/ananda, (1)
0 0

/Bng—gAfdxzfaB( % ) io )

Dabei ist g—i := V f - n die Richtungsableitung von f in Richtung des dufleren Normalenein-
heitsvektors n.
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Losung. Betrachte das Vektorfeld h := fVg. Es gilt
divh =V f - -Vg+ fAg. (3)

Die Gaufische Formel liefert

/ divh(x) dx = / h(zx)-n(x)do(z),
B dB

woraus mit (3) die Formel (1) folgt. Zum Beweis der Formel (2) wendet man die gerade
bewiesene Formel auf die beiden Integrale fB fAg und fB gAf an und subtrahiert diese
beiden Integrale voneinander.

Greensche Formel fiir Kreisringe
Sei Ky, p:={z €R?|r < |z — x| < R} der abgeschlossene Kreisring um xo € R? mit den
Radien 0 < » < R und sei f : U — R? ein auf einer offenen Umgebung U D K, g stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ rotf(z) dx = (z) - dx — f(x)-dzx,
K. r OKpr 0K,

wobei die Kurven in den entsprechenden Kurvenintegralen im positiven Sinne durchlaufen
werden sollen.

Es sei S die Gerade durch xq parallel zur x1-Achse. Weiterhin bezeichne S, die rechte Hilfte
von S und S_ die linke Hélfte von S beziiglich xo. Es sei z; der Schnittpunkt von S_
mit Kr, dem Kreis um x¢ mit Radius R und z, der Schnittpunkt von S_ mit K,. Analog

erkldren wir zf und z; als die Schnittpunkte von Sy mit Kr bzw. mit K,. Wir bezeichnen

mit v; den Weg, bestehend aus den Strecken zfr , zsr , dem unteren Halbkreis zwischen z;

und z, , der Strecke z, ,z; und dem Halbkreis zwischen z; und zf . Der Weg ~, werde (wie
beschrieben) im positiv orientieren Sinn durchlaufen. K sei der Abschluss des beschrénkten
Gebiets, das von ~y; begrenzt werde (der Rand von K sei also y1). Analog bezeichne o den

positiv orientierten Weg, bestehend aus den Strecken zi ,z, , dem Halbkreis zwischen z,

und z; , der Strecke z; , zfr und dem Halbkreis zwischen zf und z; . Es sei Ko der Abschluss
des beschriankten Gebiets, das von o begrenzt wird.

Geméf Korollar 8.2 kénnen wir den Greenschen Integralsatz auf K1 und Ko anwenden und
erhalten

/Kl rotF(z) dz = L F(z)-dz,

/ rotF(z) dx = / F(x) - dx.
K> 72
Geméf Korollar 6.7 gilt

/ rotF'(z) dac:/ rotF'(z) dac—i—/ rotF(z) dz
KT‘,R K,

K>

(4)

= / F(z)-dx+ | F(z)-dz.
Y1 Y2

Nun beachte man, dass sich die Integrale iiber die Verbindungsstrecken zwischen z; und z,
und zf und z;r in der Summe der Wegintegrale in (4) gerade aufheben und somit erhalten
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/KT-,R rotF(z) dx = /aKR F(z)-dzx + /BKT F(zx) - dx
~ [ Fwra- [ Fa)-a

Mit dem Integral iiber —OK,. ist gemeint, dass die Kurve iiber K, im negativen Sinn durch-
laufen wird.

Bemerkung. Da F nur in einer Umgebung von K, r definiert ist, ist es nicht mdglich, die
Aufgabe iiber die Formel

/ rotF(x) dx = / rotF'(x) dx — / rotF(x) dx = / F(x)-dz — F(x)-dx
K"‘,R Kpg r OKp 0K,

zu losen.



