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Analysis II für M, LaG, Ph

13. Tutorium

T1 Divergenz als Quelldichte
Es sei F : R2 → R2 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und x0 ∈ R2. Für r > 0 betrachten
wir den Fluss ∫

∂Br

F (x) · n(x) dσ(x)

von F durch den Rand ∂Br der abgeschlossenen Kugel Br von Radius r um x0, wobei n
den äußeren Normaleneinheitsvektor bezeichne. Zeigen Sie mit dem Gaußschen Integralsatz,
dass

lim
r→0

1
Vol(Br)

∫
∂Br

F (x) · n(x) dσ(x) = divF (x0).

gilt. Somit lässt sich die Divergenz als Stärke einer Quelle oder einer Senke in einem Geschwindigkeits-
oder Kraftfeld interpretieren.

T2 Greensche Formeln zweiter Ordnung
Sei B ⊆ R2 ein BV-Normalbereich mit positiv orientiertem Rand γ = ∂B, der sich stück-
weise als regulärer C1- Weg schreiben lässt. Seien f, g : U → R zwei stetig differenzierbare
Funktionen auf einer offenen Menge U ⊇ B. Dann gelten die beiden Greenschen Formeln∫

B
f∆g dx+

∫
B
∇f · ∇g dx =

∫
∂B
f
∂g

∂n
dσ , (1)

∫
B
f∆g − g∆f dx =

∫
∂B

(f
∂g

∂n
− g∂f

∂n
) dσ. (2)

Dabei ist ∂f
∂n := ∇f · n die Richtungsableitung von f in Richtung des äußeren Normalenein-

heitsvektors n.

T3 Greensche Formel für Kreisringe
Sei Kr,R := {x ∈ R2 | r ≤ ‖x− x0‖ ≤ R } der abgeschlossene Kreisring um x0 ∈ R2 mit den
Radien 0 < r < R und sei f : U → R2 ein auf einer offenen Umgebung U ⊇ Kr,R stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt∫

Kr,R

rotf(x) dx =
∫

∂KR

f(x) · dx−
∫

∂Kr

f(x) · dx ,

wobei die Kurven in den entsprechenden Kurvenintegralen im positiven Sinne durchlaufen
werden sollen.


