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Analysis II fiir M, LaG, Ph

9. Tutorium

Loésungsvorschlag

Lokale Extrema
Sei f : R? — R definiert durch f(z,y) := 222 —3xy?+y*. Zeigen Sie, dass f auf allen Geraden
durch (0,0) ein Minimum im Ursprung besitzt. Jedoch ist (0,0) kein lokales Minimum von

f.
Lésung. Sei (a,b) # (0,0) gegeben. Wir definieren die eindimensionale Funktion
g(t) := f(t(a,b)) = 2a*t? — 3ab*t® + b*t*, teR.

Falls a = 0 ist, erhilt man g(t) = b**, und somit besitzt g offensichtlich in 0 ein lokales
(sogar das eindeutige globale) Minimum. Nun betrachten wir den Fall, dass a # 0 ist. Fiir
beliebiges t € R erhalten wir fiir die erste bzw. zweite Ableitung von g:

g (t) = 4at — 9ab*t* + 4b™t3

g"(t) = 4a* — 18ab’t + 12b*¢2.

Es gilt ¢’(0) = 0 und g" (0) = 4a® > 0. Damit ist 0 ein lokales Minimum von der Geraden g
durch den Ursprung und (a,b). Nun zeigen wir, dass f in (0,0) kein lokales Minimum besitzt.
Fiir beliebiges (z,y) € R? gilt f(x,y) = (y*> — 2)(y* — 22). Zu beliebigem y > 0 konnen wir
ein beliebig kleines € > 0 wéihlen, so dass mit x. := y> — € die Eigenschaft y*> — 2z, < 0 giiltig
ist. Es folgt f(xc,y) < 0. Somit liegen in jeder beliebig kleinen Nullumgebung negative
Funktionswerte und damit kann (0,0) kein lokales Minimum von f sein.

Implizite Funktionen
Bestimmen Sie alle Punkte des R?, in denen das Gleichungssystem

22—y =0
g2 — 22 =0

(1)

sich lokal nach (z,y) auflosen lésst. Zeigen Sie insbesondere, dass sich das System (1) bei
(z,y,2) = (1,1,1) lokal nach (x,y) auflosen lésst und bestimmen Sie weiterhin die Ableitung
der durch diese Auflésungseigenschaft implizit definierten Funktion z — (z(z),y(z)) in einer
Umgebung von z = 1. Berechnen Sie dazu (z(z),y(z)) in einer Umgebung von z = 1 explizit.

Losung. Wir definieren
f:Rg_)Rza f(xvyvz) = (xQ_y27y2_22)_
Wir wollen die Gleichung f(x,y,z) = 0 lokal nach (z,y) auflésen. Wir betrachten dazu
91 (g o
Y Gy (@) <2:c —2y>
det | §% 9 = det = 4xy.
(%’f(:v, w o ) 0 2 Y

Somit ist fiir alle (x,y,z) € R® mit f(x,y,2z) = (0,0) und (x,y) # (0,0) die Gleichung
f(z,y,z) = 0 lokal nach (x,y) auflésbar. Wir zeigen nun, dass sich das System (1) in (0,0, 0)
nicht lokal nach (x,y) auflésen ldsst. Angenommen es gibt eine Umgebung U von 0 und eine
stetige Funktion ¢ : U — V mit einer Umgebung V C R? von (0,0), so dass

f(o(2),2) =0 VzeU
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und ¢(z) fiir z € U die einzige in V liegende Losung der Gleichung f(w,z) = 0,w € V ist.
Jedoch gilt fiir alle z € U

f(Z,Z,Z):O undf(_za_z7z):0>

was einen Widerspruch zu der eindeutigen Losbarkeit der Gleichung f = 0 in V' darstellt. Nun
wollen wir in einem Punkt (z,y,z) mit f(z,y,z) = (0,0) und (x,y) # (0,0) die Ableitung
der Auflssungsfunktion ¢(z) = (z(z),y(z)) berechnen. Es gilt (siehe Satz auf Seite 117 im
Ana 2 Skript iiber mehrdimensionale Differentialrechnung)

O (2(2),y(2),2) o (w(2),y(2)2)) (U2 (a(2),y(2),2)
! Z)=— Oz 9 ’ )
7 (“ﬁ >‘%uxxma,9 (B

Oz (az(z),y(z),z 0z

a
(0 3 ()

Aus den Gleichungen (1) erhalten wir x(z) = z oder x(z) = —z und y(z) = z oder y(z) = —=z.
Falls wir die Auflésungsfunktion im Punkt (1,1,1) bestimmen wollen, miissen wir x(z) = z
und y(z) = z wéhlen. Damit erhalten wir aus der obigen Rechnung ¢'(1) = (1,1).

T3 Ein Kriterium fiir globale Umkehrbarkeit

(a) Beweisen Sie die folgende Aussage:

Lemma. Sei U C R” offen und konvex, f : U — R™ sei stetig differenzierbar und es
gelte

|Je(x) -1 <1 VxelU,

wobei I die Einheitsmatriz auf R™ und | - | die Operator-Norm zur euklidischen Norm
sei. Dann ist f in U injektiv.

Hinweis. Nach dem Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen (siehe Tutorium 6,
Aufgabe 2) gilt fiir beliebige =,y € U

ﬂ@—f@)—étﬁw+dy—@ﬁﬁ@—w>

(b) Zeigen Sie, dass die durch

1 1 1
f(xayvz) = (.’IJ + ge_y27y + §€_Z2az + ge—ﬁ)

auf R? definierte Funktion injektiv ist.

Losung.

(a) Wir nehmen an, es gebe a,b € U mit f(a) = f(b). Wir definieren auf U die Abbildung
g := f — Id mit der Identitéit 1d. Es folgt

1
b—a=g(b)— g(a) :/O Jy(a+ t(b— a)) dt (b — a).

Wir erhalten daraus den Widerspruch

1 1
\b—a|§/ |Jg(a+t(b—a))|dt]b—a|:/ |Tp(a+t(b—a))—Idt|b—a| < |b—al.
0 0
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(b) Es gilt fiir (x,y,z) € U

1 —%ye*y2 0
Ji(z,y,2) = 0 1 —%ze 2
—%xe‘xQ 0 1
Es folgt
0 —gye_y2 0
| Jp(2,y,2) — I = 0 0 —%ze*'z2
—%xe @? 0
— Ze—y2)2 g —22)2 2 —x2)2
(Gye )2 + (Gre=)2 + (Gwe—=)
Eine Kurvendiskussion liefert, dass
—t242 L
(te™")* < ¢ vVt e R
Damit folgt
2 1 2
J I < S [3oet= /2 <1
r(@,y,2) — 11 < 34/35¢ 3e ©

Mit (a) folgt die geforderte Aussage.



