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Sei [a, b] ein kompaktes, reelles Intervall und sei Y C R eine nichtleere Menge. Wir nehmen an,
dass fiir jedes y € Y die Funktion f, : [a,b] — R,z — f(z,y) Riemann-integrierbar auf [a, 0] ist.
Wir definieren die Funktion

b
I'Y >R, I(y)::/f(x,y)dx.

Wir nennen I paramterabhiingiges Integral oder sagen, dass I durch ein Integral mit Parameter
definiert ist. Wir beschiftigen uns in diesem Tutorium mit der Frage, ob I differenzierbar ist und
ob man gegebenenfalls die Ableitung durch Differenzieren unter dem Integral gewinnen kann, d.h.
ob

d b b af
I/ = — g _—
() i /a fz,y)dx /a 9y (z,y) dx
erfiillt ist. Es gilt das folgende

Theorem (Parameterabhingige Integrale). Seien [a,b] und [c,d] reelle, kompakte Intervalle und
sei f :]a,b] X [c,d] — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Die Funktion f ist stetig auf [a,b] X [c,d].
(i) Die partielle Ableitung % 2 a,b] X [e,d] existiert und ist stetig.
Dann ist I auf [c,d] differenzierbar und fiir jedes y € [c,d] gilt

_['of

I'(y) = gy (T ) de.

T1 Beweis des Theorems iiber parameterabhingige Integrale
Beweisen Sie das Theorem iiber paramterabhéngige Integrale. Gehen Sie dazu wie folgt
vor: Sei ¢ € [e,d] und sei (yn)nen eine Folge mit lim, oo ¥ = ¢q,yn # g. Definiere fiir

keN,x € [a,b]
Gla) = 5 ).

Benutzen Sie den Mittelwertsatz und die gleichméflige Stetigkeit von % um die gleichméflige

Konvergenz von Gy, gegen G fiir k — oo auf [a, b] zu zeigen.

T2 Anwendung des Theorems
Berechnen Sie das Integral I(y) := fol W dx ,y > 0.
Hinweis. Differenzieren Sie J(y) := fol $27_1Fy2 dx,y > 0 auf 2 Arten. Einmal, indem Sie
unter dem Integral differenzieren und einmal, indem Sie J direkt berechnen.



T3 Theorem nicht anwendbar
Die Funktion f : R? — R sei durch

3
ey falls (.’L’,y) 7é (070) )
Yy
0, sonst

gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion I : R — R, I(y) := fol f(z,y) dx differenzierbar ist und
berechne I'.

(b) Setzt I* : R — R, I*(y) := 01 gjyc (x,y) dz und berechne I*(0).

(c) Offenbar ist I'(0) # I*(0). Warum ist das Theorem iiber paramterabhiéingige Integrale
hier nicht anwendbar?



