Analysis II fiir M, LaG, Ph

5. Tutorium

Loésungsvorschlag

In der Vorlesung wurde der Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen bewiesen: Sei f :
D — R eine differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge D C R"™ und seien ¢,d € D Punkte,
deren Verbindungsstrecke [c,d] = { ¢+ t(d — ¢);t € [0,1] } ganz in D enthalten ist. Dann gibt es
ein £ € [c,d], so dass

f(d) = fle) = f(E)(d—c) (1)

gilt. Wir beschéftigen uns in diesem Tutorium mit dem Versuch, den Mittelwertsatz auf vektor-
wertige Funktionen zu iibertragen. Sei g : [a,b] — R™ eine stetige Funktion. Dann erkldren wir
das vektorwertige Riemann-Integral durch

/abg(:v) dx = (/abm(x) df’%-'w/abgm(x)dx)

Analog definieren wir fiir eine matrixwertige Funktion A : [a,b] — R™*™ (fir jedes = € [a, ]
ist A(z) also eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten) mit stetigen Komponentenfunktionen
Aijila,bl = Rfirallel <i<m,1<j<n

/abA(x) do = (/b Ay () dx)lgiém.

1<j<n

T

Wir integrieren also komponentenweise und erhalten eine m x n-Matrix.

T1 Norm-Abschitzung fiir Integrale
Sei || - || eine Norm auf dem R™ und sei f : [a,b] — R™ eine stetige Funktion auf dem
kompakten Intervall [a, b]. Beweisen Sie die Ungleichung

‘/:f(m)d:c

Hinweis. Verwenden Sie, dass fiir eine stetige, reellwertige Funktion g auf [a,b] fiir eine
beliebige Folge von Zerlegungen

b
g/wmwx

(Pi)nen ={a =1ty <t} <...<ty =blpeny mit nhngo _max tr—t,=0
—=1h, n

die Konvergenz
kn

b
T > g - ) = [ gla)d
i=1 a
gilt.

Losung. Wir wéhlen eine beliebige Folge von Zerlegungen

(Pi)nen ={a =1ty <t <...<ty =blpeny mit lim max ¢ -1t =0.

n—oo i=1,....kp

Wir kénnen z.B. t} := a + (b —a) fir i = 0,1,...,n wihlen (dquidistante Zerlegung des
Intervalls [a,b]). Fiir beliebiges n € N gilt

kn
D =)
i=1

kn
< D IFEDNCE = tiy).
i=1
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T2

T3

Wir beachten, dass Konvergenz im R™ &quivalent ist zu komponentenweiser Konvergenz
(siehe Seite 5 im Skript iiber mehrdimensionale Differentiation) und die Stetigkeit der Nor-
mabbildung und erhalten

w)d| = || T Y )@ )]
ni:l
= lim th" =)
kn
< i S - = [ 15l
=1

Vektorwertiger Mittelwertsatz
Gegeben seien eine beliebige offene Menge D C R", eine stetig differenzierbare Funktion
f: D — R™ und Punkte ¢,d € D, deren Verbindungsstrecke [c, d] ganz in D liegt. Dann gilt

1
)= 10 = ([ e ta=cpat) @0,
wobei J¢(x) die Jacobi-Matrix von f in einem Punkt z € D bezeichnet.

Losung. Wir definieren fiir j =1,...,n
d’j(t) = fj(C+t(d—C)), te [071]

Anwendung des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung liefert

fi(d) = f3(¢) = ¢;(1) — ¢;(0)
/(;5 t)dt = /f (c+t(d—c))(b—a)dt.

Aus der Definition der Jacobi-Matrix folgt durch Matrixmultiplikation

f(d)—f(c):/o Jf(c—i—t(d—c))(d—c)dt:/o (e +t(d— e))dt (d ).

Schrankensatz
Seien || - [|n, || - [[m Normen auf dem R™ bzw. auf dem R™ und sei || - ||op die zugehorige
Operator- oder Abbildungsnorm beziiglich dieser Normen, d.h., fiir eine m x n-Matrix A

ist ||Allop = sup,o Hﬁlj‘“m Sei K C D eine kompakte, konvexe Menge. Dann gilt fiir alle

a,be K

1£(6) = fa)llm < Clb = alln
mit C 1= sup,cx ||J£(2)]|op-

Losung. Aus der Konvexitédt von K und T2 erhalten wir fiir alle a,b € K

1
f(b)—f(a):/o J(a+t(b—a))(b—a)dt.

Es folgt mit T1

1£B) — F(@)lm < H / Tt tb— ) (b —a) dtH

1 " 1
S/O IIJf(a+t(b—a))(b—a)\|mdtS/0 \IJf(a+t(b—a))||op||b—al!nd(t-)
2
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In das letzte Ungleichungszeichen ist eingegangen, dass fiir die Operatornorm | Az|,, <
| Allop||||» fiir alle x € R™ gilt. Da die Abbildung f stetig differenzierbar ist, ist die Abbildung

z—Jp(@), D— R™ | [lop),

stetig (siehe Seite 96/97 im Ana2-Skript iiber mehrdimensionale Differentation). Es folgt,
dass die reellwertige Abbildung x — ||J(x)||op stetig ist und somit auf der kompakten Menge
K ibr Minimum annimmt: Mit C := sup,c ||J¢(2)| erhilt man aus (2)

1
1£0) — fla)] < / Cllb— alln dt = C|Ib - alla.

T4 Mittelwertsatz nicht analog iibertragbar
Zeigen Sie, dass sich der in (1) formulierte Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen nicht
analog fiir vektorwertige Funktionen formulieren ldsst: Finden Sie eine Funktion f : [a,b] —
R? mit
F(b) = fla) # F(©)(b—a) VEEa,b]

Losung. Wir definieren
f(t) := (cost,sint)’ | te0,2x].

Es gilt
f2m) = £(0) = (—sin&,cos )" # (0,0)" V¢ € [0,27].



