Analysis II fiir M, LaG, Ph

4. Tutorium

Loésungsvorschlag

In diesem Tutorium soll es um die topologischen Begriffe Zusammenhang und Wegzu-
sammenhang gehen.

Definition: Sei M C R". M heifit zusammenhdingend, wenn gilt:

Seien Uy, Us C M relativ offen bzgl. M mit U; NUs = () und M = Uy U Us. Dann muss
entweder M = U; und Us = () oder M = Uy und Uy = 0.

Eine Menge W C R” heifit wegzusammenhdngend, wenn es fiir alle a,b € W einen
(stetigen) Weg 7 : [0,1] — W mit v(0) = a und (1) = b gibt.

T1 (Weg-)Zusammenhang und Stetigkeit
Man zeige die folgenden Aussagen:

i) Sei D C R" zusammenhingend und f : D — R™ stetig. Dann ist f(D) zusam-
menhéngend.

ii) Sei D C R™ wegzusammenhéingend und f : D — R™ stetig. Dann ist f(D) wegzu-
sammenhéngend.

i) Seien Uy, Us C f(D) relativ offen mit Uy NUs = () und Uy UU, = f(D). Da f stetig
ist, sind dann f~1(Uy) und f~1(Us) relativ offen bzgl. D mit f~1(Uy) N f~1(Us) =
f_l(Ul N UQ) = () und f_l(Ul) U f_l(Ug) = f_l(Ul U Ug) = D. Da D zusam-
menhéiingend ist, ist f~1(Uy) oder f~(Us) die leere Menge. Also ist entsprechend
Uy oder Us leer und hieraus folgt die Behauptung.

ii) Seien a,b € f(D) und z € f~'(a),y € f~1(b). Dann existiert ein stetiger Weg
v :[0,1] — D, der x in D mit y verbindet: 7(0) = x und (1) = y. Da f stetig
ist, ist die Komposition f o~ :[0,1] — f(D) ein stetiger Weg, der a mit b in f(D)
verbindet: f o~(0) = f(z) =a und fo~(1) = f(y) =b.

T2 Zusammenhang vs. Wegzusammenhang
i) Man zeige, dass jede wegzusammenhéngende Menge M C R"™ auch zusammenhéngend
ist.
ii) Wir betrachten die Abbildung f : R — R,

sinl >0
x) = x ’
f() {0 z =0.

Ist der Graph M := {(z,f(z)) | € R{} zusammenhingend bzw. wegzusam-
menhéngend?

i) Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen M sei nicht zusammenhédngend.
Dann existieren beziiglich M relativ offene Mengen Uy # () # Uy mit Uy NU; = ()
und Uy U Uy = M. Seien x € U,y € Us. Dann gibt es einen stetigen Weg
v :[0,1] — M mit y(0) = x und y(1) = y. Nun definieren wir

\%1 ::7([07 1])ﬂU1 und Vo ::’7([()’ 1])ﬂU2.
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Wegen ~ ([0, 1]) € M sind V; und V3 relativ offen bzgl. v ([0, 1]) (Beweis s. unten).
AuBerdem gilt Vi # 0 # Va, ViNVa =0 und V4 UV, = 7 ([0,1]). Also ist ~y ([0, 1])
nicht zusammenhéngend.

Andererseits ist [0,1] zusammenhéngend und ~y stetig, also ist v ([0,1]) nach Auf-
gabe T1) i) zusammenhéngend. (Widerspruch!)

Die Menge M muss demnach zusammenhéngend sein.

Beweis zur relativen Offenheit von Vi bzgl. v(]0,1]): Die Menge Uy ist bzgl. M
relativ offen. Es gibt also eine offene Menge O C R"™, so dass Uy = O N M. Wegen
v ([0,1]) € M und der Definition von Vi gilt Vi = ([0, 1])NU; = ~([0,1])NMNO =
~([0,1]) N O. Daher ist V; relativ offen bzgl. (][0, 1]).

ii) Zusammenhang: Wir zeigen zuerst durch einen Widerspruchsbeweis, dass die an-
gegebene Menge zusammenhéngend ist. Angenommen M sei nicht zusammenhéngend,
dann gébe es relativ offene Mengen Uy, Us C M mit Uy # () # Uy, Uy N U = () und
Uy UU; = M. Die Menge M' := {(z, f(z)) | x € RT} C M ist zusammenhéngend
als Bild von R unter der stetigen Abbildung (s. Aufgabe T1) i))

z— (z, f(z)) : RT - R2

Also muss entweder UyNM' = () oder UyNM' = () sein. OBdA sei UyNM' = (). Dann
gilt Uy = M’ und Uy = {(0,0)}. Diese Menge Uy ist aber nicht relativ offen bzgl M,
denn sonst wiirde eine offene Menge O C R? existieren mit U; = M N O. Die Men-
ge O wire eine Umgebung von (0,0), wiirde also noch eine e-Umgebung von (0, 0)
enthalten. Also wiirde O aufer (0,0) auch noch andere Punkte von M enthalten.
(Z.B. konvergiert die Folge ((-1,0)) C M gegen (0,0).) Daher gilt Uy # M N O.
(Widerspruch zur Konstruktion von O!) Die Menge M ist also zusammenhédngend.

Wegzusammenhang: Wir fithren wieder einen Widerspruchsbeweis. Dazu neh-
men wir an, es gebe einen Weg v : [0,1] — M mit v(0) = (£,0) € M und
(1) = (0,0). Weiter sei p : R?> — R die Projektion auf die erste Komponente:
p(x,y) := x. Zuerst benstigen wir die Stetigkeit der Projektion p. Dazu sei € > 0.

Dann gilt fiir alle (z,y), («',y') € R? mit ||(z,y) — (2/,y)|| < ¢

p(z,y) —p(’, )| = v — 2| < |[(z,y) — («",9)] <e.

Die Projektion p und damit auch die Komposition p o v sind also stetig. Nach dem
Zwischenwertsatz nimmt die Abbildung p o~ : [0,1] — R jeden Wert zwischen 0
und 1 an. Daher gilt M N[0, 1] x [-1,1] € 4([0,1]). (“Von (£,0) aus gesehen muss
das Bild des Weges alle linken Elemente von M enthalten. “)

Betrachten wir nun die Folge ((m, 1)>k § € v([0,1]). Diese konvergiert in R?
€

gegen (0,1) & ~v([0,1]). Damit wére ([0, 1]) nicht abgeschlossen und daher nicht
kompakt. (Widerspruch! Stetiges Bild kompakter Mengen ist wieder kompakt) Also
ist M nicht wegzusammenhéngend.



Analysis II fiir M, LaG, Ph, Lésungsvorschlag 3

T3 (Weg-)Zusammenhang von offenen Mengen
Sei M C R™ eine offene Menge. Beweise, dass M genau dann wegzusammenhéingend
ist, wenn M zusammenhéingend ist.

Wenn die Menge M wegzusammenhéngend ist, dann ist M nach Aufgabe T2) i) auch
zusammenhéngend. Die Umkehrung zeigen wir wie folgt. Angenommen die Menge M sei
nicht wegzusammenhangend. Dann gibt es zwei Punkte x,y € M, welche durch keinen
Weg in M miteinander verbunden werden kénnen. Wir definieren nun die Mengen

Uy :={a € M | es gibt einen stetigen Weg v : [0,1] — M mit v(0) = z,v(1) = a}
Us :={b € M | es gibt keinen stetigen Weg v : [0,1] — M mit v(0) = z,~v(1) = b}.

Die Eigenschaften Uy N Uy = ) und Uy UUs = M sind klar.

Wir beweisen nun, dass U; und Us relativ offen bzgl M sind. Hierfiir benétigen wir
das Argument, dass e-Umgebungen stets wegzusammenhéngend sind (Beweis s. weiter
unten). Wir wéhlen ein beliebiges a € U; C M. Da M offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit
B.(a) C M. Sei zudem a € Bc(a). Es gibt nun einen Weg 7, : [0,1] — Uy, der x mit a
verbindet, und einen Weg 72 : [0,1] — Bc(a), der a mit a verbindet. Daraus lésst sich
nun sehr leicht ein Weg konstruieren, welcher x mit a verbindet:

1

Y [07 1] - ]\4—7 ’)/(t) — 71(2t) te [017 2]7
(2t -1) te(s,1]

Nach Definition von Uy liegt a in Uy und daher gilt B-(a) C Uy. Die Menge Uy ist also
offen und weil M offen ist auch relativ offen bzgl M.
Nun noch zur Offenheit von Us. Wir wéhlen ein b € Us. Da M offen ist, gibt es ein
e > 0 mit B.(b) C M. Angenommen es gébe nun einen Punkt be B(b), der sich stetig
mit x verbinden ldsst. Dann liese sich auch nach obiger Methode b mit x verbinden.
(Widerspruch zur Definition von Uy!) Daher liegt b in Us und somit ist die Menge Us
offen - und auch relativ offen bzgl M.
Da U; und U; nicht-leer sind, ist die Menge M also nicht zusammenhdngend.

Beweis, dass e-Umgebungen stets wegzusammenhdngend sind: OBdA betrachten wir
die Nullumgebung B-(0) := {z € R" | ||z|| < e} fiir ein € > 0. Seien nun a,b € B.(0).
Wir definieren den offensichtlich stetigen Weg

v:[0,1] = R™ mit v(t) :=tb+ (1 —t)a.
Fiir diesen gilt v(0) = a und (1) = b. AuBerdem gilt fiir alle t € [0, 1]
V@1 = [ltb + (1 = tall < Efjb]] + (1 = t)llall < te + (1 —t)e =&,

also y(t) € B:(0). Der Weg ~ liegt also in B. und verbindet a und b. Die e-Umgebung
ist demnach wegzusammenhéngend.



