Analysis II fiir M, LaG, Ph

1. Tutorium

Loésungsvorschlag

Wir beschiéiftigen uns in diesem Tutorium mit der Konvergenz von nicht absolut konvergenten
Reihen der Form ), ay fi. Dabei benutzen wir die Methode der partiellen Summation nach N. H.
Abel, die als ein diskretes Analogon zur partiellen Integration betrachtet werden kann.

Abelsche partielle Summation. Es seien (a,)nen und (f,)nen Folgen von reellen oder komple-

xen Zahlen. Mit
A, = Z ak

gilt dann:

D anfr=Athi+ (A2 —A)fat .. 4 (An — A1) fn W
k=1

=A1(fi—fo)+A2(fo—fa)+ ...+ Ap_1(fu1 — fn) + Anfn-

T1 Dirichlet-Kriterium fiir Zahlenreihen.
Beweise mit Hilfe der Abelschen partiellen Summation das folgende Kriterium.
Es sei (an)nen eine Folge komplexer Zahlen und (f,,)nen eine Folge reeller Zahlen, die den
folgenden drei Bedingungen geniigen:

(i) (fn)nen ist monoton fallend.

(ii) (fn)nen konvergiert gegen 0.
(iii) Es existiert eine Schranke M > 0 mit

n

>

k=1

<M VneN.

Dann ist die Reihe )7 aj f konvergent.

Losung.  Wir erhalten mit der Abelschen partiellen Summation (1) fiir m >n > 1

S anfe =Y arfe— Y arf
k=n+1 k=1 k=1

m—1 n—1

= D Aklfe = frr1) + Amfm — (ZAk(fk_fk+1)+Anfn>
k=1 =
m—1

= Ak(fk_fk+1)+Amfm_Anfn-
k=n

Aus (i) und (ii) folgt f, > 0 fiir alle k € N. Mit fi — fr+1 > 0 folgt

m m—1
S anfi| < S 1Akl = Fitl + Al ol + [ Aul £l
k=n+1 k=n

m—1
M Z |fe = frs1]l + M(fon + fr)

=M Z (fi = for1) + M(f + fo)

M(f fm)+M(fm+fn):2an-
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T2

T3

Wegen lim,_,« f, = 0 finden wir zu € > 0 ein ng = ng(e) € N mit

’fn|§ 5%2 Vn > ng.

Aus (2) folgt firm >n > 1

m

> af

k=n+1

< 2A4fﬁ <e

Das Cauchysche Konvergenzkriterium liefert nun die Behauptung.

Anwendung des Dirichlet-Kriteriums.

2mik
Seien e 3,k =0,1,2, die dritten (komplexen) Einheitswurzeln. Zeigen Sie die Konvergenz
der Reihe

oo 2mik
>
k=1 \/E

Kann man die Konvergenz der obigen Reihe auch mit dem Majorantenkriterium zeigen?

Losung. Wir setzen fiir k € N

]. 2mik
fri=—— und ap:=e 3 .

vk
2mik

Es gilt ap,3 = ay fiir alle k € N und Y);_ e 3 = 0. Offensichtlich ist (f;) eine monoton
fallende Nullfolge und man erhéalt

I ‘ 0, fallsl =3m,m € N;
Zey = \e%\, fallsl =3m+1,m € N;
k=1 %5 +e%'|, fallsl=3m+2,meN.

Aus dieser Abschétzung erhélt man |y, 5" | < 2 fiir allen € N. Das Dirichlet-Kriterium
2mik
e 3

liefert die Konvergenz der Reihe ) 7~ N
Aus || =1 fiir alle x € R folgt

Somit kann man die Konvergenz der besagten Reihe nicht mit dem Majorantenkriterium
zeigen, da die gegebene Reihe nicht absolut konvergiert.

Dirichlet-Kriterium fiir Funktionenreihen.
Nun wollen wir das in T1 bewiesene Kriterium auf den Fall von Funktionenfolgen (f,,), (an)
iibertragen, um gleichmiéfige Konvergenz bei Reihen der Form ), ay fi zu zeigen.

(a) Betrachten Sie Ihren Beweis von T1 und versuchen Sie, das folgende Kriterium zu
beweisen.
Dirichlet-Kriterium. Seien (f,,),en reelle, (a,)nen komplexe Funktionen auf D C R,
die folgende drei Bedingungen erfiillen.
(i) Fir jedes x € D ist die reelle Zahlenfolge (f,,(x))nen monoton fallend.
(i1) (fn)nen konvergiert gleichméfig auf D gegen 0.
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(iii) Es existiert eine Schranke M > 0 mit

n

D

k=1

<M VneN.

[e.e]
Dann ist die (komplexwertige) Funktionenreihe » 7 | ag fi, auf D gleichméBig konver-

gent.
Dabei bezeichnet || - ||oo die Supremumsnorm auf D, also

[fllo == sup | f(2)].
zeD

(b) Wenden Sie das in (a) bewiesene Kriterium an, um die gleichméflige Konvergenz der
Reihe

[e.9]

cos (kx
e

k=1

auf jedem Intervall [0, 27 — 0] mit 0 < 0 < 7 zu zeigen.

Losung.

(a) Aus (2) folgt fiir beliebiges x € D und m >n > 1

m

> an(@) fulx)

k=n+1

< 2M fo(z). (3)

Aufgrund von (ii) finden wir zu € > 0 ein ng = no(€) € N mit

€

< — > ng.
an”oo =90 Vn > ng
Aus (3) erhélt man damit
> arfil| < 2M|falle <€
k=n+1

(o.9]
Nach dem Cauchy-Kriterium (siehe Satz auf Seite 141 im Ana-1-Skript) folgt die gleichméBi-
ge Konvergenz der Funktionenreihe > ;2 | ay, fi.

(b) Wir setzen fiir k € N und x € [0, 27 — ¢]

fr = z und ag(x) := cos (kx).

Man sieht, dass die Voraussetzungen (i) und (ii) des Dirichlet-Kriteriums in T3(a) erfiillt
sind. Fiirn € N und x € [§, 27 — 0] erhalten wir

n n—1
Z eik;v — ei:c eikx
k=1 k=0
- ‘ | — e
1—ew
2
eI - e
B 2
et e
2 1
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In dieser Umformung wurde mehrmals verwendet, dass |e®V| = 1 fiir alle y € R ist und
die bekannte Summenformel fiir die geometrische Reihe:

n
1— n+1
Z ¢" = Ty eN.
l—gq
k=0
Weiterhin folgt aus der Euler-Formel € = cos (x) + isin (z) fiir beliebiges x € R

e’ — e " = 2jsin (z).



