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(E5.1)
Sei ¥ = {a, b}.

(a) Betrachten Sie den Automat A:

Da,b
/Ta,b
O—~1U——®

Geben Sie eine reguldre Grammatik an, die die Sprache L(.A) erzeugt.

(b) Welche Sprache wird von der folgenden Grammatik erzeugt?

Xo — abXyle
ab — ba
ba — ab

(c) Nennen wir die Sprache die von der Grammatik in (b) erzeugt wird, L. Zeigen Sie,
dass die Sprache L kontextfrei ist, indem Sie eine kontextfreie Grammatik angeben,
die diese Sprache erzeugt. (Und begriinden Sie Thre Antwort!)

Musterlosung.

(a)

Xo — aXy

X1 — CLX3 ’ bX2
XQ — G,Xg | ng
X3 — aX3|bX;5|e



(b) Die erzeugte Sprache ist {z € £* : |z|, = |z|}.
(c)
Xo — £ | X()X() | anb | bX()(I
(E5.2) [Chomsky-Normalform)|
Betrachten Sie die kontextfreie Grammatik G = ({a, b}, {Xo, X, Y}, P, X)) mit

P: Xo — aXY|bYb|a
X — aXalb
Y — bXpa|aXo| X

Konstruieren Sie eine zu G dquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform.

Musterlosung.

1. Schritt (Variablen vor Buchstaben):

P: Xy — ZXY|Z)YZ|Z,
X — ZXZ,| 7%,
Y — Z4,XoZ, | ZqXo ’ X
Z, — a
Zb — b
2. Schritt (elimiere X — Y):
P: Xo — Z,XY|Z)YZya
X — Z,XZ,|b
Y = Z,XoZo|ZoXo | ZoXZy|b
Ze — a
Zb — b
3. Schritt (eliminiere X — Xj... X} mit k > 3)
P: Xy — SY|TZy|a
X — SZ,|b
Y — UZ,|Z.Xo|SZ,|b
S - Z,X
T — 7)Y
U — ZbXO
Z, — a
Zb — b

(E5.3)



Welche der folgenden Sprachen sind (i) regulér, (ii) kontexfrei, aber nicht regulér, oder (iii)
nicht kontextfrei? Begriinden Sie Thre Antwort!

Ly = {ze{ab} : fxla > |l}

Ly = {zef{abe : |l > el > lal)

Ly = {xe€{a,b}" : |z|, = |z|p und |z|, < 2009}
Ly, = {ze€{a,b}" : |z|, = |x|p und |z|, > 2009}

Geben Sie jeweils eine Grammatik an, die die Sprache erzeugt.

Musterldosung.

Lli

in

L ist kontextfrei, aber nicht regulér. Eine kontextfreie Grammatik fiir L; (mit Start-
symbol S) wire

P XO — €|X0X0|aXob|bX0a|aX0|X0a

Ly ist nicht regular. Angenommen L, wére regulidr. Sei n die Konstante aus dem
Pumping Lemma und setze x = a"b". Nach dem Lemma gibt es eine Zerlegung
r = wvw mit juv| < n,v # e und ww™w € Ly fiir alle m € N. Da |uv| < n und v # ¢,
ist v = a” fiir k > 1. Also ist uv’w = a"*b" ¢ L,. Widerspruch!

Lo ist nicht kontextfrei. Angenommen L, wire kontextfrei. Sei n die Konstante aus
dem Pumping Lemma und setze z = a"b"c". Nach dem Lemma gibt es eine Zerlegung
r = yuvwz mit juvw| < n,uw # € und yu™vw™z € Lo fir alle m € N. Da |uvw| < n
kann uvw nicht sowohl a’s als auch ¢’s enthalten. Deshalb gibt es nur die folgenden
Moglichkeiten:

e v und w enthalten nur a. Dann enthélt yulvw®

deshalb nicht in L, enthalten. Widerspruch!

e 4 und w enthalten a und b. Dann enthilt yuvw
deshalb nicht in Ly enthalten. Widerspruch!

e v und w enthalten nur b. Dann enthélt yulow
deshalb nicht in L, enthalten. Widerspruch!

e v und w enthalten b und c. Dann enthilt yu?vw?z mehr b’s als a’s und ist
deshalb nicht in Ly enthalten. Widerspruch!

e 2 und w enthalten nur c. Dann enthalt yu?vw
nicht in Ly enthalten. Widerspruch!

z weniger a’s als b’s und ist

02 weniger b’s als ¢’s und ist

02 weniger b’s als ¢’s und ist

22 mehr ¢’s als a’s und ist deshalb

Eine Grammatik fir Lo ist:

Xo — abXy|abeXy|aXo|e
ab — ba
ba — ab
bc — c¢b
ch — be
ac — ca
ca — ac



L32

Lj ist reguldr. Fiir jedes n € N ist
Ly ={zeX :|zlgznund |z =n}={z e : [z[, Zn}n{z e X : |z|, =n}

ein Durchschnitt von zwei reguldren Sprachen und deshalb regulédr. Es folgt, dass
L3 = U, <o000 L auch regulér ist.

Man kann auch zeigen, dass L3 regulér ist, indem man einen DFA angibt, der Ls
erkennt. Sei A = (X, Q, qo,9, A) wobei ¥ = {a,b}, Q@ ={¢; : 0<i<2010,0<j <
2010}, go der Anfangszustand ist,
N _ gi+1,; falls @ <2010

0gij,a) = { gi;  falls i = 2010

. _ ¢ij+1 falls 7 <2010
24 b) = { Qij falls 5 = 2010

(also die erste Komponente i z&hlt die as, und die zweite Komponente j die bs) und
A={q; :i>j,j# 2010}. Dieser DFA erkennt L3 und kann, wie in E5.1(a), in
einer reguldren Grammatik umgewandelt werden.

. L4 ist kontextfrei, aber nicht reguldr. Wére L4 regulédr, dann wére Ly = L3 U Ly das

auch. Wir haben aber oben gezeigt, dass L, nicht regulér ist.

Eine kontextfreie Grammatik fiir L, wére, mit Variablen {X; : 0 <7 < 2009} U{S; :
0 <7 < 2009}, Startsymbol Saggo:

Xi — {XpX, :p+qg=1i}|aX,_1b|bX;1a|aX| Xoa fiir 0 <i < 2009
X() — £ | X()X() | CLXob| bX()CL | CLXO | X()a

(Die Idee ist, dass X; durch ein Wort ersetzt wird, das mindestens ¢ bs enthélt.)

Hausaufgabe

(H5.4)

Sei L = {a"b™a"c"™™ : m,n € N}.

(a) Zeigen Sie, dass L nicht kontextfrei ist.

(b) Geben Sie eine Grammatik an, die die Sprache L erzeugt.

Musterlosung.

(a) Wir zeigen, dass das Pumping Lemma verletzt ist. Das heifit:



Fiir jedes i € N gibt es ein € L mit |x| > 4, so dass fiir alle Zeichenreihen
Y, u, v, w, z, mit x =y -u-v-w-z, juw| >0 und |[uvw| < i, esein j € N
gibt mit

y-u-v-w -z ¢ L.

Sei ¢ € N beliebig und betrachte

r = a'bla'c®.
Offensichtlich ist © € L und |z| > i. Seien also y,u,v,w,z, mit xt =y -u-v-w- z,
luw| > 0 und |uvw| < 7. Wir wihlen j = 2 und behaupten

o=y uv-wt oz g L

Beweis: Nenne die Teilworter der Form af, b° und ¢* in x Bldcke. Es gibt jetzt zwei
Moglichkeiten:

e v oder w enthilt as. Wegen |uvw| < ¢ miissen die as die in v und w enthalten
sein zum selben Block gehoren. Das bedeutet, dass 2’ nicht zwei gleich grosse
a-Blocke hat und nicht zu L gehéren kann.

e y und w enthalten keine as. Dann sind v und w entweder beide in dem b-Block
enthalten oder beide in dem c-Block. Wenn beide in dem b-Block enthalten sind,
dann hat 2’ mehr als i bs, weil die beide a-Blocke Grosse ¢ haben, und das ¢-Block
Grosse i. Deshalb 2/ ¢ L. Andererseits, wenn beide in dem c-Block enthalten
sind, dann hat 2’ mehr als 2i ¢s, weil die beide a-Blocke Grosse i haben, und
das b-Block Grosse i. Also auch dann o’ ¢ L.

Xo — PaXacQ|e|bYec
X — aXacle|bYc

Y — bYcle

ca — ac

Pa — aP

Pb — bP

Pc — cR

Re — cR

RQ — ¢



