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13. Ubungsblatt zur
. Analysis II*

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Volumenberechnung mit Kugelkoordinaten)
Skizzieren Sie grob die Menge B und berechnen Sie ihr Volumen:

B = {(«Tay,Z)GR3:z22x2+y2 undogzsm}_

Losung:
Die Menge B ist eine abgeschlossene “Eistiite,” die aus der abgeschlossenen Einheitskugel heraus-
geschnitten wurde: Zur Berechnung des Volumens von B benutzen wir Kugelkoordinaten,

K:[0,00] x [0,7] x [0,27] — R, K(r,0,¢) = (rsin@cosqﬁ, 7 sin 6 sin ¢, rcosﬁ).

Die Menge @ := [0,1]x [0, 7/4] %[0, 271] wird von K auf B abgebildet. Da K |¢g nicht injektiv, kénnen
wir die Transformationsformel nicht direkt anwenden. Jedoch ist Q. := [e,1] X [e,7/4] X [€, 2m —¢]
eine kompakte Menge derart, dass K|g, injektiv ist. Offensichtlich ist K|g, stetig differenzierbar,
und det K'(r,0,¢) = r?sinf > 0. K|g, hat eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung. Es sei

Ve = K(Qe)
Also gilt |Ve| = [ | det(K'(r, 0, $)|d(r, 0, ¢) und nach Grenziibergang fiir e — 0

€

|B| = /Q’detJ(T’9’¢)(K)‘d(raeaQS)

1 pw/4 27w
= // / r?sin6 do df dr
0 0 0

1 7T/4 1 4
= 27r/ / r?sinf dfdr = 27r/ 7“2 —0080 dr
0o Jo 0 6=0

= 27(1-v2/2) [7“3/3];0 - 2?” (1-

w\%
[\
N—

Unter Benutzung des Satzes von Fubini.

Aufgabe G2 (Jacobi-Abbildung)
Die Jacobi-Abbildung J : R? — R? ist gegeben durch

(=)
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a)

b)

Zeigen Sie, dass J den Streifen S := R, x (0,1) bijektiv auf R? abbildet und die Rechtecke
Sp = (0,m) x (0,1) auf die Dreiecke D,, = {(z,y): 0 <z, 0 <y, z+y < n}.
Geben Sie die Umkehrabbildung an.

Fiir eine unbeschrénkte Menge 7' C R? definieren wir

[ = tm [ sty
T Ty

falls der Grenzwert existiert; dabei seien die Mengen T,, Jordan-messbar und es gelte T;, C
Tn11 C T fiir alle n € N. Man beachte, dass diese Definition gegebenenfalls von der Wahl
der Folge (T,,)nen abhéngt.

Zeigen Sie, f > 0 ist genau dann (fiir eine geeignete Folge an Mengen T,, C T') iiber Ri
integrierbar, wenn (f o J) - u iiber S( fiir eine geeignete Folge an Mengen) integrierbar ist.
Ferner gilt dann

/ F(y) d(z, ) = / F(u(l = v), uv) - wd(u, v).
R2 S

Es seien p,q > 0. Benutzen Sie die obige Gleichung, um zu zeigen, dass fiir das Eulersche
Betaintegral

1
I
Blpa) = [(1- oy tetar = (P
0

oo
gilt, wobei I'(p) = [ 2P~ e dz die Gamma-Funktion ist.
0

Losung:

a)

Wir 16sen

(*)-() |

nach u und v auf. Es gilt v = ¥ und somit z = u(1 - ¥), daraus folgt u = x+y und v = pawrl

Fiir 2,y > 0 erhalten wir somit w,v mit J(u,v) = (z,y), das heifit J bildet surjektiv auf Ri
ab. Injektivitat ist ebenso gegeben, da

(u(lu; v) ) _ ( 11(1715 ) )
P(3)-C8)

Fiir (x,y) € Dy, J Y (z,y) € Sy, damit ist die Surjektivitit gegeben.

u = 4 und v = v impliziert.
Die Umkehrabbildung ist

Auf S, ist J ist stetig differenzierbar, injektiv und hat eine stetig differenzierbare Umkehr-
abbildung. Somit folgt aus dem Transformationssatz

flu(l —v),uv) - ud(u,v) = fd(x,y).
Sh Dy,

Mit der Grenzwertbildung folgt die Behauptung.
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c¢) Verwende I'(p f 2P~le™% dx und I'(q f yi~te V.

Unter der Verwendung des Satzes von Fublm und der obigen Formel gilt:

o0 o0

L(p)T(q) = /ﬂ:plex dx/y"ley
0 0
— /xp—lyq—le—(:ﬂry) d(z,y)
R

— / (u(l =)'~ (wo)"™ e ud(u, v)

1
uP~lyd e “udu/ V)P~ Lyt=1 gy
0

Il
o — 9

= Tlp+q9)Bp.q)

Aufgabe G3 (Volumenberechnung mit Zylinderkoordinaten)
Bestimme das Volumen, welches innerhalb des Zylinders {(x,y,2) € R3 : 22 + 3? < 4}, iiber der
Ebene z = 0 und unterhalb des durch die Gleichung (x + 2)? 4 y? = 4z gegebenen Paraboloids
liegt.

Loésung;:
Die Hohe muf} ein wenig umgeformt werden:

(x+2)° 4+ =42 & (rcosp+2)?+r?sin®p =4t

1
& t:Zr2+rcoscp—l—1.

Damit rechnen wir dann mit dem Transformationssatz (checken der Vorraussetzungen wie in G1):

o ierrr cos p+1

///mydzojo/ [ raaea

0

T
2 27 2 oo
://( r +7“COS<,0+1>rd<,0d :/[ rio+r’sing +re dr
00 0 p=0
2
r=2
—/(Trr3+27“7r> dr = [Er‘l—i—mﬂ = 6.
2 8 r=0
0

Aufgaben zu Integralséitzen (zum Selbststudium)

Aufgabe G4 (Satz von Green)
Es sei M C R? ein BV-Normalbereich, dessen Rand sich durch die stiickweise stetig differenzierbare

Funktion ~: [0,27] — R? der Form
_ ( r(¢)cos(e)
0= G )

fiir ein r: [0,27] — Ry mit r(0) = r(27) parametrisieren 148t.
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a) Zeige mit Hilfe des Greenschen Satzes, daf§ sich die Fldche von M durch

1 27
”f:zA r?(¢)dg

berechnen 14f}t.
b) Berechne fiir den Fall der Kardioide 7(¢) = 1 + cos(¢) den Flidcheninhalt von M.

Losung:
a) Es gilt
M| = /M 1d(z, y)
= ;/M rot( ;y >d(az,y)
Green ;LM( 7 )d(z:,y)
- 3L () (TS g e
- 5/ B2 (6)(sn?(6) + cos() + 0]ds
= 5[ e
b)

27
M| = / (1 + 2cos(¢) + cos?(p))de

0

N~ N

2w
/0 (14 2cos(¢) + %[1 + cos(2¢)]do,

[\

und da cos(2¢) = cos?(¢) — sin
Also gilt
sin(2¢))r7r 3

173
|My=§[§¢+2sin(¢)+ ; =

0 2

Aufgabe G5 (Rechenaufgabe zum Gauflschen Integralsatz)
Wir betrachten die Menge K := {(z,y,2) € R?: 22 + y* + 26 < 1} und das Vektorfeld

F:R® - R3, F(z,y,2) = (2%y, vz + 2y, cos(zy)) .

a) Zeigen Sie, dass K ein Kompaktum mit glattem Rand ist.
b) Berechnen Sie das Flidchenintegral

/ F((E,y,Z)‘TLdO,
0K

indem Sie es als ein geeignetes Volumenintegral umschreiben; hierbei

n: 0K — R3 das duBere Normalenfeld von K.

Beachten Sie, dass wir n gar nicht explizit ausrechnen miissen !

(¢) = cos®(¢) — (1 — cos®(¢)) folgt cos?(¢) = 5[1 + cos(2¢)].

ist
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Loésung;:

(a) Offensichtlich ist K abgeschlossen und K ist beschrinkt, da |z|, |y|, |z| < 1 fiir alle (z,y, 2) € K.
Also ist K kompakt. Da K CU := R3\ {(0,0,0)} und K NU = {(x,y,2) € U: ¢¥(z,y,z) < 0}
mit ¢: U — R, ¢¥(x,y,2) = 22+ y* + 25 — 1 und grad ¢ (z,y, 2) = (2z,4y3,62°) # (0,0, 0) fiir alle

(z,y,2) € U, ist K ein Kompaktum mit glattem Rand.

(b) Da div F(z,vy, 2) = 2zy> + 429> = 6xy>, erhalten wir mit dem Gauflschen Integralsatz

/Fﬂsy, n(z,y,z)do = /divF(w y,2) d(z,y,2) = / 62y° d(z,y, z)
K

1z2
= / / / 6xy3dzdydx
61 a:z—y

YVi—a?
= // 121:y3\6/1—:c2—y4dyda:

b 18 2 ayrye] ¥V
— 2212 /6 —
= /1[ 7(1 ‘= y%) }y:_41_$2da:—0.

Aufgabe G6 (Stockscher Integralsatz))
Sei D = {(u, v) € R: u? +0v2 < 1},

F:R? - R3  F(u,v) = (u,v,uw)

und Q = F(D) das durch F' definierte Flidchenstiick mit Parametermenge D und Rand 909 =
F(0D). Die Orientierung von 92 werde durch die mathematisch positive Orientierung von 9D

definiert.
a) Berechnen Sie die Oberfliche von F', d.h.
/ do.

Q
b) Berechnen Sie das Oberflichenintegral
/rot H - ndo.
Q
fiir das Vektorfeld H(x1,x9,x3) = (—x2,1,0) direkt sowie mit Hilfe des Integralsatzes von
Stokes.
Losung:
a) Es gilt
1 0 —v
=10 1|, Nuv)=|[ —u
vou 1

Fiir das Oberflichenintegral gilt

/do:/yN(u,v)u(u,v):/\/mcz(u,v).
Q D D

Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhélt man
1 27

/dOZ//\/mrdpdr:%r;(\/gl).
Q 0 0
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/rotH-ndOZ/H-dm
o0

b) — mit Stokes:

Q

Der Weg v[0,27] — R3, 4(t) = F(cost,sint) parametrisiert den Rand von . Somit gilt

2m —sint
/H-dac:/H-dt:/H(cost,sint,costsint)~ cost dt = 2.
50 ¢ 0 —sin?t + cos?t
— direkt:
rot H = (0,0,2)"
Das heisst:

otH-ndo— [o— Lt qo= [Nl Voo
/rtH d Q/QIN(u,v)d [[QIN(u,v)d(’) 2.

Q



