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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Volumenberechnung mit Kugelkoordinaten)
Skizzieren Sie grob die Menge B und berechnen Sie ihr Volumen:

B = {(x,y,Z)GR3:z22x2+y2 undogzgm}'

Aufgabe G2 (Jacobi-Abbildung)
Die Jacobi-Abbildung J : R? — R? ist gegeben durch

a)

b)

J(u>:(u(1—v) )

v uv

Zeigen Sie, dass J den Streifen S := R4 x (0,1) bijektiv auf Ri abbildet und die Rechtecke
Sp = (0,n) x (0,1) auf die Dreiecke D), = {(z,y): 0 <z, 0 <y, x +y < n}.

Geben Sie die Umkehrabbildung an.

Fiir eine unbeschrinkte Menge T' C R? definieren wir

/fd(w,y) = ngglo/fd(w,y)
T Tn

falls der Grenzwert existiert; dabei seien die Mengen T,, Jordan-messbar und es gelte T;, C
Tn11 C T fiir alle n € N. Man beachte, dass diese Definition gegebenenfalls von der Wahl
der Folge (T),)nen abhéngt.

Zeigen Sie, f > 0 ist genau dann (fiir eine geeignete Folge an Mengen T,, C T') iiber Ri
integrierbar, wenn (f o J) - u iiber S( fiir eine geeignete Folge an Mengen) integrierbar ist.
Ferner gilt dann

/ F(,) d(w, ) = / F(u(l = v), uv) - wd(u, v).
R2 S

Es seien p,q > 0. Benutzen Sie die obige Gleichung, um zu zeigen, dass fiir das Eulersche
Betaintegral

1
Blpa) = [(1-tptetar = L)
0

oo
gilt, wobei I'(p) = [ 2P~'e™®dx die Gamma-Funktion ist.
0



Aufgabe G3 (Volumenberechnung mit Zylinderkoordinaten)
Bestimme das Volumen, welches innerhalb des Zylinders {(z,y, z) € R3 : 22 4+ y? < 4}, iiber der
Ebene z = 0 und unterhalb des durch die Gleichung (x + 2)% + y? = 42 gegebenen Paraboloids
liegt.

Aufgaben zu Integralsitzen (zum Selbststudium)

Aufgabe G4 (Satz von Green)
Essei M C R? ein BV-Normalbereich, dessen Rand sich durch die stiickweise stetig differenzierbare

Funktion 7: [0,27] — R? der Form
_ M@amw>
0= (1o
fiir ein 7: [0, 27] — R4 mit 7(0) = r(27) parametrisieren laft.
a) Zeige mit Hilfe des Greenschen Satzes, daf sich die Flache von M durch

1 2w
M= [ o

berechnen 14f}t.
b) Berechne fiir den Fall der Kardioide r(¢) = 1 + cos(¢) den Flidcheninhalt von M.

Aufgabe G5 (Rechenaufgabe zum Gauflschen Integralsatz)
Wir betrachten die Menge K := {(z,y,2) € R3: 2% + y* + 25 < 1} und das Vektorfeld
F:R® - R3, F(x,y,2) = (2®y, vz + 2y, cos(zy)) .
a) Zeigen Sie, dass K ein Kompaktum mit glattem Rand ist.
b) Berechnen Sie das Fléchenintegral

/ F(az,y,z)‘ndo,

0K

indem Sie es als ein geeignetes Volumenintegral umschreiben; hierbei ist
n: 0K — R3 das duBere Normalenfeld von K.

Beachten Sie, dass wir n gar nicht explizit ausrechnen miissen !

Aufgabe G6 (Stockscher Integralsatz))
Sei D = {(u, v) € R: u? + 02 < 1},
F:R? - R3  F(u,v) = (u,v,u)
und Q = F(D) das durch F definierte Flichenstiick mit Parametermenge D und Rand 0Q2 =
F(0D). Die Orientierung von 92 werde durch die mathematisch positive Orientierung von 9D

definiert.
a) Berechnen Sie die Oberfliche von F', d.h.
/ do.
Q
b) Berechnen Sie das Oberflichenintegral
/ rot H - n do.

Q

fiir das Vektorfeld H(x1,x9,x3) = (—x2,21,0) direkt sowie mit Hilfe des Integralsatzes von
Stokes.



