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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Jordan-Messbarkeit)
Die Menge B C R" sei Jordan-messbar. Zeigen Sie, dass dann fiir jedes r > 0 auch die Menge

rB:={rz: x € B}

Jordan-messbar ist mit |rB| = r"|B|.
Loésung: Sei R ein Rechteck welches B enthélt. Da B Jordan-messbar ist, ist die charakteristische
Funktion xp integrierbar. D.h., fiir jedes € > 0 existiert eine Partition P von R,so dass

O(P7XB) - U(vaB) <€

gilt. Die Menge P, = {rS : S € P} ist eine Partition von 7R O rB, da Rechtecke durch die
Skalierung auf Rechtecke abgebildet werden. Weiterhin gilt

sup Xrp = sup xg und |[rS| =r"|S]|.
zerS z€S

Daraus folgt

O(Pr, xrs) = 1"O(P, xs)
und analog

U(Pr, xrs) = r"U(P, xs).

Somit gilt
O(PT7XT5') - U(PT7XT5') = TnO(Pv XS) - TnU(P7 XS) < Tnﬁ?

damit ist 7B eine Jordan-messbare Menge.
Analog kann man argumentieren, dass drB eine Jordan-Nullmenge ist.

Aufgabe G2 (Satz von Cavalieri)
Es sei A C R" eine Jordan-messbare Menge, so dass der “Schnitt”

Ay, ={(z1,...,xn-1) € R ! | (x1,...,Zp-1,2,) € A}

fiir jedes x,, € R im R"~! Jordan-messbar ist.

Al = / Ay, |,
I

wobei I ein geeignetes Intervall ist mit A C R*~! x I ist.

a) Zeigen Sie:
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b) Berechnen Sie mit Hilfe dieser Aussage das Volumen Vj der Einheitskugel {z € R?* | ||z|]2 < 1}
im R*.

Tipp: cos® o = (3 + cos da + 4 cos 2a)
Loésung;:
a) Die Aussage folgt direkt aus dem Satz von Fubini: Da
Xa(Z1, .. Tn) = XA, (T1,. .-, Tno1)

und nach Voraussetzung sowohl x4 als auch x4, , x, € R Riemann-integrierbar sind, gilt

fiir ein Rechteck R = R’ x I mit A C R da83

A\:/XAdx:// XAwn(fE1,---,£Un—1)d($1,---,$n—1):/|Axn!d$n-
R 1JR I

b) Fiir B = {z € R* | ||z|]2 < 1} gilt

xn )

By, = {(v1,29,33) | 2] + 23 + 23 < 1 — 23}
Damit folgt |B,,| = 3m(1 — mi)% Also gilt
Vi = |B|
= gﬂ' /1 (1- xi)%dm

-1
Substitution mit 4 = sin « ergibt:
4 w/2
Vi = 77/ (1—sin2a)%cosadoz
3 —7/2

4 w/2 4 w/2 1
= 77/ cos* ada = 7r/ =(3 + cos4a + 4 cos 2a)a da

3 —7/2 3 —7/2 8
41 1 4 E | 2
= §§7r [304 + Zsin4a + QSiHQa] e = 671'6% = %

Aufgabe G3 (Satz von Fubini)
Berechnen Sie das Integral

[ vy,
G

wobei G , das von den Kurven
_ .2 _ 2 _ _
y=2z° y=z/4, y=xzund x=2

eingeschlossene Gebiet im Quadranten x > 0, y > 0 ist.
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Losung: Wir verwenden Fubini auf dem Rechteck [0,2] x [0,2] fir die integrierbare Funktion

f=(z—y)xc- Es gilt
2
/a:— Ixad(z,y) = //a:— ) dy dx) //x— ) dy dx
0

[y -
0 x2/4 1 22/4

G

2

1 v 1 *
[my — 2y2] dx +/ [my — 2y2] dy dx
z2/4 1 z2 /4

Il
— L O O,

3
167 32"
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Normalbereiche) (24141 Punkte)
Es sei B ein Normalbereich beziiglich der z— und der y— Achse, d.h.

B = {(z,y) eR*[a<z<b, ¢1(z) <y < o)}
= {(z,y) eR? |c<y<d, ¥1(y) <z <ha(y)}

mit stetigen Funktionen ¢1, ¢9, 91, 9.
a) Zeigen Sie: Ist f stetig auf B, so gilt

/ab </:(2:) f(x,y)dy)dx = /Cd (/j;j) f(ac,y)dm)dy

b) Sei f eine stetige Riemann-integrierbare Funktion. Vertauschen Sie die Reihenfolge der Inte-

grationen fiir
1 pl—a?
// [, y)dydz.
-1Jo

/ voydz,y), B={(z,y) €R|2®+y* <r?).
B

c) Berechnen Sie das Integral

Losung:

e Ist f auf einem Normalbereich (beziiglich der x—Achse) stetig, so lat sich Satz 2.14 anwen-

den:
/Bf(a:,y)d(x,y) = /ab </¢j(2:) f(ac,y)dy)dx.

Indem man die Variablen x und y vertauscht, folgt, dafl fiir einen Normalbereich beziiglich

der y—Achse gilt
d Y2 (y)
/f(fv,y)d(x,y)—/ </ f(w,y)dx)dy
B c ¥1(y)

Also gilt die Gleichheit der beiden Integrale.
o Esist

B = {(z,y) eR?|-1<z<1, 0<y<1-2a?}
= {(zy) eR*|0<y<1, —\/I—-y<az<I1-y}

day<1—2% < |z| </T—y. Also gilt

1 pl—2? 1 pviIy
/ / f(z,y)dydz = / / f(z,y)dzdy.
-1J0 0 J—y/1—y
e Daz?+9y?<r? = —r<z<r—Vr2—22<y<Vr2—az2gil
r VrZ—g?
/x-yd(w,y) = / / z -y dydx
B Y R

= 0.
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Aufgabe H2 (Masse und Schwerpunkt) (242 Punkte)
Sei K C R? ein Kegel mit einem Kreis in der z-y-Ebene um den Nullpunkt und mit Radius R als
Grundfléiche. Die Spitze des Kegels befinde sich im Punkt (0,0, k). Der Kegel sei mit einer Masse
gefiillt, deren Dichte p : R® — R durch p(x1,z2,23) = x3 gegeben ist. Bestimmen Sie

a) die durch
M = / p(r1, 2, 23)d(21, 22, 3)
K
gegebene Masse des Kegels,
b) den Schwerpunkt S = (51, .52, 53) des Kegels, dessen Koordinaten durch
1
S; = M/ zip(z1, x2, x3)d(21, T2, X3)
K
fiir j = 1,2, 3 gegeben sind.

Loésung: (a) Wir verwenden Zylinderkoordinaten z7; = rcosy, g = rsing und z3 = z. Die
Determinante der Jacobimatrix ist durch r gegeben und der Kegel wird durch die Menge

K={(rp,z) : 0sr<R(1-2/h), 0<p<2m, 0<z<h}

beschrieben. Fiir die Masse gilt dann

2 1-z/h
M= [, p(z1, 22, x3)d(x1, 22, 3) —/ / / 2r drdzde
0

1 2 rh

= fo (R(1-7) ) zdzdp = 2R2/ / (z —22%/h + 2° /h?)dzdyp
o Jo
h 1 2 1 R2h2rn
_ 22 223 24 P2 32 .
= Rz”[?‘ﬁ*@]o = ftmh <2‘3+4)— 12
(b) Es gilt
_ 1 p 1 2m 1—z/h) e
S1= Mfolp(xl,m,%?)) (z1,22,23) = T COS @ 2T drdzde

= ﬁ foh fOR(l_Z/h) r2z drdz fozw cosp dp =0,

da das Integral iiber die Winkelvariable verschwindet. Aus Symmetriegriinden gilt auch Sy = 0.

2m R(1—z/h)
SS = ﬁfK $3p($1,$2,$3)d)\($17$2,333 = M/ / / Z T dT‘dngO

R2m (he 2 3 4 /52 _ R
o (2 z2°[h + 2% /h*)dz Mh< 2+5> h

Also gilt S = (0,0,2h/5).

Geht auch ohne Substitution:
Der Schnitt des Kegels mit der Ebene {z : x3 = k} ist ein Kreis mit Radius R%.

h 2
h_

M = /P(x1,962,3?3)d(361,2?2,333)—/ T3 (R :c3> drs
K 0 h

R2 h
= h2 7T/ $3h2 — 2:1,‘%}1 + l’g dl’3
h
_ B fadh? 2x3h as]t e o (12 1) R%Rm
h? 2 3 4], 2 3 4 12



12. Ubung

Aulerdem gilt mit r = R%, aus Symmetriegriinden

1
S, = M/ x1p(z1, 2, 23)d(21, T2, X3)
K
1 h pr \/m
_ / / / x123 drydradrs =0
M 0 —_r —\/m
=0

Gleiches gilt fiir So. Um S35 zu berechnen gehen wir vor wie bei M

S3 = — 373,0(501,962,903)61(901,332,363) = zym ( R dzs
M [ 0 h

1 R?
M2
2h

5

h
/ x2h? — 2230 + 24 das
0

Aufgabe H3 (Substitutionsregel)
Berechnen Sie mit Hilfe einer geeigneten Substitution das Volumen des Ellipsoids

2 2 2
T z
E={(e.y,2) €R| 5+ +5<1)

wobei a, b, c > 0.

Analysis IT

(4 Punkte)

Loésung: Es sei g: R? — R3 mit g(x,y,2) = (ax, by, cz). Dann ist g(B1(0)) = E. g ist injektiv
und stetig differenzierbar mit det ¢’ > 0. Weiterhin ist £ kompakt und Jordan-messbar. Es kann

also die Substitutionsregel verwandt werden.

Da
a 0 0
det ¢ =det| 0 b 0 | =abc
0 0 ¢
folgt

4
|E| :/ 1 d(u,v,w) :/ det Dg d(x,y,z) = abc-/ 1d(z,y,z) = -mabc.
B B1(0) B1(0) 3



