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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Potentiale)
Wir betrachten das Vektorfeld f: R? — R? mit

0= (55 e sw=( L),

3riTo T2 cos 11

Besitzt f jeweils ein Potential? Geben Sie gegebenenfalls eine Potentialfunktion ¢ an.

Losung: Da R? ein konvexes Gebiet ist, besitzt die Funktion f ein Potential genau dann wenn
O1f2 = Do f1 gilt.

(1) O1fa = 6x1x9, Oof1 = 6x129. Die Funktion f kann also ein Potential. Diese Bedingung ist
notwendig aber nicht hinreichend.

(13) O1f2 = —e™sinxy, Oaf1 = e™ sinzy. Die Funktion f hat also kein Potential.
Angenommen f besitzt im ersten Fall ein Potential, d.h.
(a) f1(z) = Orp(z)
(b) folz) = Oap(x).
Daraus folgt durch Integration
(a) p(z1,22) = [ fi(x1, x2)dz + Ci(x2) = 532%1’% + Ci(x2)
(b) p(z1,22) = [ folz1,z2)dxs + Cox1) = :z:lm2 + Co(x1)
also gilt ¢(z1,z2) = 32323 + C fiir C € R.
Aufgabe G2 (Nullmengen)
e Zeigen Sie, dass (Q N [0,1])? eine Lebesgue-Nullmenge ist.
e Zeigen Sie, dass (Q N [0,1])3 keine Jordan-Nullmenge ist.
e Zeigen Sie, dass {2 | n € N\ {0}} eine Jordan-Nullmenge ist.

Loésung;:

e Es sei € > 0 beliebig und g1, g2, g3 . . . eine Abzihlung von (Q N [0,1])%. Zu g¢;, j € N wiihlen

wir ein abgeschlossenes Rechteck R; mit Mittelpunkt ¢; und Kantenlénge 55 . Dann ist

([0,1] N Q)2 [j
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und
- 242 . 3
DUIRI=D () =3 <e (fire <3).
j=1 j=1
Per Definition ist ([0, 1] N Q)? damit eine Lebesque-Nullmenge.
e Sei Ry, ..., Ry eine endliche Uberdeckung von (Q N [0,1])® mit abgeschlossenen Boxen.
Behauptung: Dann gilt (]0,1])3 C U;VZI R;.
Beweis: Da Ry, ... Ry abgeschlossen sind, ist auch U;V:1 R; abgeschlossen. Wegen ([0, 1] N
Q) C U;V:le folgt [0,1] x [0,1] x [0,1] = [0,1]NQ x [0,1]NQ x [0,1]NQ C U;V:le =
N
Uj:l Rj.
Aus der Behauptung folgt, dass fiir jede endliche Uberdeckung von ([0, 1] N Q)? gilt

N
SR > (([0,1))%] = 1.
7=1

Also kann ([0, 1] N Q)? keine Jordan-Nullmenge sein.
e Esseie > 0. Da % "°0, gibt es ein N € N so dass % < § fiir alle n > N gilt. Wir setzen

nun -
€ €
R[0S m e (L 2] Gz m
Dann gilt
1 N N . .
{n|N\{0}}§jL:Jle und jzz:O|Rj|:2+(N_1).2N<a

Also ist {1 | N\ {0}} eine Jordan-Nullmenge.

Aufgabe G3 (Satz von Fubini)
Berechnen Sie das Integral [, f d(z,y), wobei. ..

(a) A das Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) ist und
fla,y) = 2 +y° + 2y
(b) A das Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,7), (7,0), (7, ) ist und

f(z,y) = (zy —3cos(z +y)) xr.
Dabei sei T' das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (0,7), (7,0).

Losung: (a) Mit dem Satz von Fubini kénnen wir das zu berechnende Integral zu einem iterierten
Integral umschreiben:

/ fd(a,y) = / (2% + 3 + 209?) d(z,)
A [0,1]%[0,1]

= / (/ (2% + 9% + 221?) d:v) dy
[0,1] [0,1]

r=1 1
= / [x3/3+:cy3+552y2] dy = / (1/3+y>+v°) dy
[0,1] =0 0

- [y/3+y4/4+y3/3](1) = 1/3+1/4+1/3 = 11/12.
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(b) Mit dem Satz von Fubini erhalten wir
/AxT(xy —3cos(z +y)) d(z,y)

= / xr - (zy — 3cos(z +y)) d(z,y)
[0,7] x[0,]

= / / XT .(:cy—3cos(:1:+y)) dr | dy
(0,7]

= / (/ (zy — 3cos(z +y)) da:) dy
(0,7] \ J[0,7~y]

= /[0 | [wzy/2—3sin(x+y)}z:g_y dy = /0 ((r —y)*y/2 + 3siny) dy

= / (7T2y/2—7ry2+y3/2+3siny) dy = [772y2/4—7ry‘r‘}/3—i-y4/8—300sy]6r
0

= 74 —7t)3 471846 = 71/24+6.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Gradientenfelder) (4 Punkte)
Fiir # € R3 sei ||z||2 die euklidsche Norm. Zeigen Sie, dass folgende Vektorfelder

fo  BENO} = R, o) = ” neN,
Gradientenfelder sind, indem Sie die zugehorigen Potentiale v, : R3\ {0} — R bestimmen.
Losung: Fiir n = 1: Es muss f,, = grad v, gelten. Wir erraten v;(z) = ||z||2(+¢ € R). In der Tat
gilt
P 1
Tjv] = ——
! [EP
Fiir n = 2: Hier fehlt eine zusitzliche Potenz von ||z||2, das liefert gerade die Ableitung des
Logarithmus. Der Ansatz va(z) = log HmHQ(—i—c € R) fithrt zu
8xjv2

1
——x;0z; ||z|2 = x
[ H 7 [lz]3™

Fiir n > 3 wihlen wir den Ansatz v,(x) = aHng(—Fc € R). Es folgt

afb
a$j n B} ]
a3’
Um die Bedingung f,, = grad v,, zu erfiillen berechnen wir o = n‘—JQ und 8 = —n + 2. Also

-1 B
vale) = —— ol " (+c € R).

Aufgabe H2 (Jordan-Nullmengen) (4 Punkte)
Zeigen Sie: Sei M C R™ eine beschriankte Menge mit endlich vielen Haufungspunkten. Dann ist
M eine Jordan-Nullmenge.

Losung: Es seien x1,...,x, die Hiufungspunkte der Menge M C R™. Ferner sei ¢ > 0 belie-
big. Dann iiberdecken wir z1,...,z, mit Wirfeln Ry,... R, mit Mittelpunkten z1,...,z, und
Kantenlénge TQ/% Nun gilt dass z;, j = 1...,n im Inneren von R; liegt.

Angenommen es ligen unendlich viele Punkte aus M aufierhalb von U?Zl R;. Dann gébe es eine
konvergente Teilfolge in M (Satz von Bolzano-Weierstrass), diese hitte einen Grenzwert, der
Hiufungspunkt wiire, alle Haufungspunkte liegen aber samt Umgebung in U?Zl R

Also liegen nur endlich viele Punkte z, 11, ..., 2,1 € M auflerhalb von U;L:1 R;. Wir iiberdecken
nun Tp4i,- .., Tnprr mit Wiirfeln R4, ..., R+ mit Kantenldnge % /ﬁ. Dann gilt
n+L n+L c c
M C R; Ril=n-—+L - — ==¢.
cUR, L IBl=ng + Loy =e
7=1 7=1
Aufgabe H3 (Riemann-Integral) (4 Punkte)

Seien R C R™, @ C R™ kompakte Rechtecke und f: R — R, g: @ — R Riemann-integrierbar.
Zeigen Sie, dass

h: Rx@Q — R
(z,y) — f(z)g(y)
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Riemann-integrierbar ist und dass
/ h(z,y)d /f dﬂf : / (y)dy)
RxQ

Lésung: Da f und g Riemann-integrierbar sind, gibt es zu jedem &’ > 0 nach dem Riemann’schen
Integrabilitdtskriterium Partitionen P;, P> von R bzw. () mit

gilt.

Or(Pr, f) —Ur(Pr, f) < ¢
0q(Py, 9) —Uq(Pa,g) < ¢

Nehmen wir zuerst an, dass f(x) > 0 fiir alle z € R und g(y) > 0 fiir alle y € @ gelte:
Dann ist
P XPQZ{Sl X Sy | S, € P, S GPQ}

eine Partition von R x @ und es gilt

Urx(PLx Po,f@g) = > > inf inf f(a)g(y)-|Si|-|S2]

TES] YyES?
S1€P S2€P, vy

= 20 > (i J@) - 1Si) - (inf g(y) - 1S2])

S1€P, S2€P;

= (X jnf j@)-1sil)- (3 inf o) 1a))
S1€P; SoeP>

= Ur(Py, [)-Ug(Py, 9)

(Vergleiche Beweis des Satzes von Fubini). Ebenso wird gezeigt

OrxQ(P1 X Py, f ® g) = Or(P1, f) - Og(P, g).
Damit folgt
OrxQ(P1 X Py, f ® g) — UrxqQ(P1 X P2, f @ g)
Or(P1, f) - Oq(Pa, g9) — Ur(Pr, f) - Ug(P2, g)
= (Ogr(P1, f) —Ur(P1, [))-Oq(P2,g) + Ur(P1, f) (Oq(Pe, 9) — Ug(P2,9)) -

<& <&’

Da f und g beschrénkt sind und R und ) kompakt sind, gibt es ein M > 0, so dafl
Oq(P2,9) <M, Ugr(Pr,f)<M

gilt, also folgt
!
Orxq(P1 X Po, f ® 9) — Upxq(P1 x Py, f ® g) < 2Me' <e.

Da ¢’ > 0 beliebig war, kann die rechte Seite fiir passende P; und P, kleiner als € > 0 gewéhlt
werden. Damit die Integrabilitdt von f ® g gewéhrleistet.

Seien nun f und g nicht iiberall positiv:
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Setze
cf = Igggf(w)l, Cg = Igggg(y)l,

dies geht, weil R und @ kompakt sind. Die Funktionen f(z) = f(x)+cr > 0und g(y) = g(y)+cg >
0 sind ebenfalls Riemann-integrierbar, da die konstanten Funktionen auf Kompakta integrierbar
sind und die integrierbaren Funktionen einen Vektorraum bilden.

Es gilt jedoch

h(z,y) = f(@)g(y) = (f(z) = ep)(Gy) —cg) = hlz.y) = §ly)es — F(@)eg + coey.

Nach obiger Uberlegung ist also h(z,y) = f(2)g(y) auf R x Q integrierbar. Das Gleiche gilt, fiir
die iibrigen Summanden. Somit ist A Riemann-integrierbar auf R x Q.

Der Satz von Fubini zeigt die Identitédt der Integrale.



