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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lange von Kurven)
Berechnen Sie die Lénge der folgenden Kurvenstiicke.

a) f:[0,27] — R3, f(t) = (rcost,rsint,ct), mit r,c > 0,
b) g:[0,1] — R3, g(t) = (cosht,sinht,t).

Losung:
a) Diese Kurve ist eine Helix. Es gilt f/(t) = (—rsint,rcost,c) und somit | f'(t)||* = r? + 2.

Also gilt
2w
s(f) = V24 c2dt =2m\/r? + 2.

0
b) Es gilt ¢/(t) = (sinht, cosht, 1) und somit ||¢’(t)||* = sinh®# + cosh?t + 1 = 2cosh? t. Somit
gilt

1
s(g) = / V2coshtdt = v/2sinh 1.
0

Aufgabe G2 (Wegintegral)
Es sei v der Weg von (0,0) nach (1,0), der sich aus dem durch X (¢) = (¢2,¢) mit ¢ € [0, 1] para-
metrisierten Weg 1 und dem Geradenstiick v2 von (1,1) nach (1,0) zusammensetzt. Berechnen
Sie das Kurvenintegral
/ F-dX
.

F(I’,y) = (2$y - $27 x +y2)

fiir das Vektorfeld
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Losung: X1(t) = (12, 1), t € [0,1], Xa(t) = (1,1 —1¢), t € [0,1]

/VF‘dX = LIF-dX1+L2F-dX2
= /1(2t3 —t4,2t%) - (2t,1) dt + /1(2(1 —t)—1,1+(1—1)%) (0,-1)dt
0 0

1
= / At =20 4262 — 1 — (1 —t)* dt
0

1
= / 2 At 2+ 2t — 24t
0

= [—(1/3)t° 4 (4/5)t° + (1/3)t3 + 12 — 2]},
= —(1/3)+@4/5)+(1/3)+1-2=-1/5

Aufgabe G3 (Zykloide)
Gegeben ist der Zykloidenbogen

y(t) = < aag:siorslggg ) , t€10,2m), a > 0.

a) Berechnen Sie seine Lénge s(7).

b) Parametrisieren Sie den Zykloidenbogen als Funktion §(7) nach der Bogenlinge um und
zeigen Sie, dass ||0'(7)]| = 1 gilt.

Hinweis: 1 — cosz = 2sin? £ und cos(2z) = 2cos® z — 1.

oo 1 — cos(t)
=o' 700 )
also |7/ ()| = v2a/1 — cos(t).

a) Die Lénge s(y) berechnet man durch

Loésung: Es gilt

27 2m
s(v) = / ay/(1—cost)2 + (sint?)dt =a | +/2—2costdt
0

0

2m
= 2@/ sin(%) dt = —4(1005(%)%7r =8a
0

b) Analog zu a) ergibt sich

s(t) = /0 ay/(1 — cosz)2 + (sina?) dz = —4acos(%)[h = 4a(1 — cos(L)).

Nach ¢ auflésen ergibt

cos 5 = 1-— P t(s) = 2arccos(1 — %)

Wir setzen § : [0,8a) — R2,  §(7) = v(t(7)).

91(s) = a(2arccos(1 — @) — sin(2 arccos(1 — @)))

d2(s) = a(1 — cos(2 arccos(1 — i))) = a(1 — 2 cos?(arccos(1 — i)) +1) =2a—2a(l — i)Q
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Es gilt
(L (- 5
Si(s)=a (2 . _121 _4‘;3)2 — cos(2arccos(1 — @))2 i _1)((1 4}))2> =4/1—(1- 4a)2
und
B(s) =1 -
Somit
19" ()]l = 1
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Wegintegral) (4 Punkte)
Berechnen Sie fiir die Funktion

f:]R3\{O}—>R3:(m)»—>H$1H3$,

das Wegintegral {iber den Weg

cost
v(t) = sint , 0<t <4
.
2sin 5
Lésung: Wir berechnen fv f - dx direkt mit der Definition. Dazu verwenden wir die Substitution
du 1 t

u—sm2un dt—2COS2.

47
/ frde = [ fe) o) at

0
4 1 " —sint
= / 373 <cost,sint,281n 2> - | cost dt
0 (1 +4 (sin %)2) cos%
4
1 t t
= / 372 2 (sin 2> <cos 2) dt
(144 (sing)?)
0
4
= —————=ud
/0 1+ au2)32
= 0.
Aufgabe H2 (Kurven in Polardarstellung) (242 Punkte)

Es sei r : [0,27] — [0, 00) eine stetige Funktion, die stetig differenzierbar sei auf (0, 27) und deren
Ableitung beschriankt sei. Wir definieren weiter

7 : [0,27] — R, t+— (r(t)cost,r(t)sint).
a) Begriinden Sie, dass v rektifizierbar ist. Zeigen Sie, dass die Bogenlédnge von ~ gegeben ist

durch
27
s(vy) = V()2 + r'(t)2dt.

0
b) Skizzeren Sie das Bild von « fiir 7(¢) = 1 + cost und berechnen Sie die Bogenlinge.
Losung:

a) Der Weg + ist stetig differenzierbar und daher rektifizierbar. Die Produktregel der Differen-
tialrechnung liefert

v (t) = r'(t) - (cost,sint) +r(t) - (—sint, cost).

Weil (cost,sint) und (—sint, cost) zueinander orthogonale Einheitsvektoren sind, erhalten
wir

1Y (B)ll2 = /(' (£))2 + (r(1))2.
Nach der Formel fiir die Bogenlénge folgt die Behauptung.
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c¢) Im Fall r(t) = 1 +cost gilt 7' (¢)% +7(t)> = 1 +2cost + cos? t +sin?t = 2(1 + cost). Deshalb,

27r Vr(t)2 4 r'(t)2dt

0

Aufgabe H3 (Eine Kurve)

Sei B eine Kreisscheibe mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,

27
\/5/ V1 + costdt
0

2f2/ V1 + costdt
0

2V2[—2v/1 —u)',
2v/2-2v/2
8.

subst. © = cost

(0,5+1,54+1,5-+0,5 Punkte)
0). Der Kreis mit Radius 3 und

Mittelpunkt (i, 0) werde wie ein Rad auf dem inneren Rand von B entlanggerollt, so dass

m(t) = 3(cost,sint) der Mittelpunkt zum Zeitpunkt ¢ ist. Es sei c :

[0,27] — R? der Weg,

den der am Anfang auf (1,0) liegende Punkt dabei durchlauft.

a) Skizzieren Sie die Kurve.
b) Sei v(t) = ¢(t)
c) Folgern Sie: ¢(t) =
d) Fiir welche t € [0, 2] gilt ¢/(t) = 0.

Losung:

— m(t). Zeigen Sie: v(t) =

1

7 (cos(t — 4t),sin(t — 4t)).

(cos? t,sin®t). Tipp: Verwenden Sie (e)3.

b) Auf einem Viertel des grofien Kreises rollt der kleine genau elnmal ab, v(t) rotiert im Uhr-

zelgersmn und dreht sich bei der Rotation des kleinen Kreises (t =

%) um den Winkel

S3m = —3to. Also v(t) = +(cos(—3t),sin(—3t)).
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c) Aus b) folgt
c(t) =m(t) —v(t) = (2 cos(t) + § cos(3t), 2 sin(t) — sin(3t), ) .

Mit Hilfe der Additionstheoreme

. .\ 3 . . ) .
.3 it _ ,—it 3it __ ,—3it it __Q,—it . .
sin”(t) = (e 5 ) = i@ T e 4(232-6) = 3sin(t) — 1 sin(3t)

und
cos®(t) = 3 cos(t) + 5 cos(3t),
folgt
c(t) = (cos® t,sin®t).

d) Esgilt ¢/(t) = (—3 cos?(t) sin(t), 3sin?(t) cos(t)) und somit ¢/ (o) = 0 fiir tg € {0, %, m, 3T, 27},
Dies sind die vier Eckpunkte der Astroide.



