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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Minitest)
In den folgenden Aussagen fehlt jeweils eine Voraussetzung. Geben Sie sie an.
a) Die Hesse-Matrix jeder Funktion ist symmetrisch.
b) Das Bild von kompakten Mengen unter beliebigen Abbildungen ist kompakt.

¢) Sei U C R" offen, f € C*(U,R™) und a € U. Dann besitzt f eine lokale Umkehrfunktion in
a.

d) Sei X ein metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion. Dann hat f einen Fixpunkt.
e) Jede partiell differenzierbare Abbildung ist auch differenzierbar.

f) Sei U offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar, z € U mit negativ definiter Hesse-
Matrix. Dann hat f ein lokales Maximum in x.

g) Jede Folge () in einem metrischen Raum X besitzt eine konvergente Teilfolge.
Losung:

a) Die Hesse-Matrix jeder zweimal stetig differenzierbaren Funktion ist symmetrisch.

b) Das Bild von kompakten Mengen unter stetigen Abbildungen ist kompakt.

c¢) Sei U C R” offen, f € C*(U,R") und a € U. Dann besitzt f eine lokale Umkehrfunktion in
a, wenn det(Jy(a)) # 0 gilt .

d) Sei X ein vollstdandiger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion. Dann hat f
einen Fixpunkt.

e) Jede stetig partiell differenzierbare Abbildung ist auch differenzierbar.

f) Sei U offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar, x € U mit negativ definiter Hesse-
Matrix und grad f(z) = 0. Dann hat f ein lokales Maximum in z.

g) Jede Folge (z1) in einem kompakten metrischen Raum X besitzt eine konvergente Teilfolge.

Aufgabe G2 (Invertierbare Matrizen)
Sei R™*™ der Raum der n x n-Matrizen.

a) Zeigen Sie, dass die Neumann-Reihe
o0
> B
k=0

fiir || B|| < 1 konvergiert.
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b) Zeigen Sie mit Hilfe der Neumann-Reihe, dass fir alle A € R™™ mit |1 — Al <1 (]| - || die
Operatornorm) die Abbildung A invertierbar ist.

c) Die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen wird als GL(n) bezeichnet. Beweisen Sie mit
Hilfe der Neumann-Reihe, dass die Abbildung

inv: GL(n) — GL(n), A A7Y

stetig ist.

Tipp: Nehmen Sie |B — A| < an und schétzen Sie |[B~!| mit Hilfe von B71A ab.

1
1+ A=
Losung:

a) Da || - || die Operatornorm ist, gilt || B¥|| < || B||*¥. Also gilt

1BHI < Y I1BIF =
Z Z T <

Somit haben wir eine konvergente Majorante gefunden, das heifit » 72, B ist absolut kon-
vergent, also konvergent.

b) Man rechnet nach

Ai (I-(1-A4 i]l A
k=0

Z ]l A k+1 __ (]l . A)O —
k=0 k=0

=
Il
o

Das beweist dass A invertierbar ist.
c¢) Zum Beweis der Stetigkeit nehmen wir wieder an, dass ||B — Al < 1 | L AT it Auflerdem
gilt B71A =37 (1 — A"'B)*. Dann hat man

LI

k=0

s~ (AT N
<A A =

1B~ = ‘

somit schiatzt man ab:

|47t = BT = |A7 (B — 4B < [A7Y|||B - Alle = 0.

Aufgabe G3 (Banachscher Fixpunktsatz)
Es sei M := R? und d(z,9) := ||z — y||so- Zeigen Sie, dass

f:M—>M,f(:L‘):;<i §>x+<1>

die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt. Berechnen Sie die ersten zwei Schrit-
te der Fixpunktiteration fiir x¢ = ( S > Berechnen Sie den Fixpunkt direkt.
Loésung:
e Nachweis mit dem Banach’schen Fixpunktsatz:
(i) M = R? ist abgeschlossen und f(M) C M.
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(ii) AuBerdem ist die Kontraktionseigenschaft zu zeigen:

d(f(2). 1) = H( 2:511 (on— 1) )H

< max{g, %}”37 —Ylloo < g”x =Yoo

370:<§)7 xlzf(xo)=<§>’ ”«’2:“"’“’1):(365)'

e Der Fixpunkt 16st die Gleichung
Es gilt

56
Und somit z* = ( 8z > .
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Lokale Umkehrbarkeit) (14+1+2 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung F': R? — R? mit

ren = (")

fiir jedes (x,y) # (0,0) lokal umkehrbar ist.

b) Ist F' auch global umkehrbar?
c¢) Bestimmen Sie das Urbild F~1({(a,b)}) eines beliebigen Punktes (a,b) € R?\ {(0,0)}.

Losung:
a) Offensichtlich ist F stetig differenzierbar. Fiir die lokale Umkehrung miissen wir zeigen, dass

F'(z,y) fiir alle (x,y) # 0 invertierbar ist. Da gilt

Fl(z,y) = < ;;j _2in > und damit  det(F'(z,y)) = 4(z? + ?)

folgt, dass F'(x,y) fir alle (z,y) # 0 invertierbar ist.
b) Die Funktion F' ist aber nicht global invertierbar, denn F' ist nicht injektiv: Ist F'(z,y) =

(a,b), so gilt auch F(—z,—y) = (a,b).
¢) Nun wollen wir das Urbild eines beliebigen Punktes (a,b) € R?\ {0} bestimmen: Sei (a,b) €
R?\ {0} beliebig. Wir suchen die Menge alle (z,y) € R? mit F(z,y) = (a,b). Es gilt

z? — 9 a
F(%?J)—( 22y >—<b>:>2:vy—b.
Wir untersuchen nun zwei Falle:

- b#0:

Dann gilt y # 0 und damit « = %. Finsetzen in die erste Gleichung ergibt

b2 2 #0 4 2 b2 2 a a2+b2
g2 YT yrey - 4 2 4
2 2
>0 o a a®+b
— = ——
Y 2 4
a VaZ+b? b
= y=H\/——+——, ==+
2

-b=0:
Dann gilt z = 0 oder y = 0 (und a # 0). Ist @ > 0, so mufl y = 0 und = = ++/a gelten.

Ist a < 0, so muBl = 0 und y = ++/a gelten.

Aufgabe H2 (Schwach kontrahierende Abbildungen) (4 Punkte)
Sei X ein (folgen-)kompakter metrischer Raum. Wir betrachten eine Funktion ¢ : X — X. Zeigen

Sie:
Sei ¢ schwach kontrahierend ist, d.h., fiir alle z,y € X mit = # y gilt

d(¢(x), o(y)) < d(z,y).

Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt z* von ¢ in X.
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L6sung: Man definiere die Abbildung ¢ : X — X mit ¢(z) = d(¢(x),z). Da es sich um eine
stetige Abbildung auf einem Kompaktum handelt nimmt sie ein Minumum an. Wir nehmen an
dieses ldge im Punkt Z. Ist ¥(Z) = 0 so ist Z ein Fixpunkt, wir nehmen an ¢ (z) > 0. Aufgrund
der schwachen Kontraktion gilt

P(7) = d(¢(Z),T) > d(d(6(T)), (T)) = »(¢(T)).

Das widerspricht der Annahme, dass 1 an der Stelle T ein Minimum hat. Somit gibt es ein * mit
P(x*) = 0, dies ist ein Fixpunkt von ¢.

Die Eindeutigkeit beweist man wie zuvor:

Seien x* # y* Fixpunkte dann wiirde

d(z*,y") > d(¢(z7), ¢(y")) = d(z", y")
gelten, dies ist unmoglich, somit muss z* = y* sein.

Aufgabe H3 (Invertierbare Matrizen (Teil 2)) (242 Punkte)

a) Essei [|B|| < 1+||A AT Zeigen Sie, dass A + B invertierbar ist und

(A+B)'=A"'—A"'BA' + Z ATIB)" AT

gilt.
b) Zeigen Sie, dass die Abbildung inv aus G2 differenzierbar ist, und geben Sie die Ableitung
inv/(A) an. Geben Sie auch an, in welchem Funktionenraum inv’(A) liegt.
Losung:
a) Es gilt
(A+B)=A(1+A"'B)

und somit ist nur zu zeigen, dass 1 + A~'B invertierbar ist:

JA Bl < 1A | gy < L.
Das Inverse von A + B ist
inv(A+B) =Y (-1)(A'B)"AT' =A" - AT'BAT ¢+ Z AT'B)n AL
n=0

b) Der dritte Term der obigen Summe sei g(B). Wir zeigen, dass ”gH(gH)” — 0 fiir ||B|| — 0:

00 B . B [es) ~ . A L 18]

S AT B AT = S (A B A~ PIB) = (420 |15
n=2 n=1

Es folgt

AP B]| .
(W) —0 fiir ||BJ| — 0.

Die Ableitung ist die lineare Abbildung F'(A) : GL(n) — GL(n) die B auf —A~1BA~!
abbildet.



