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7. Übungsblatt zur

”
Analysis II“

Gruppenübung

Aufgabe G1 (Der Affensattel)
Wir betrachten die Funktion f : R2 → R, f(x, y) = x3 − 3xy2.

(a) Bestimmen Sie die Ableitung f ′ von f .

(b) Bestimmen Sie die Hessematrix Hf = ( ∂2f
∂xi∂xj

)i,j an der Stelle 0.

(c) Ist Hf positiv (semi-)definit, indefinit oder negativ (semi-)definit?

(d) Hat die Funktion f an der Stelle 0 ein Extremum?

Lösung: Wir betrachten die Funktion f : R2 → R, f(x, y) = x3 − 3xy2.

(a) Jf = (3x2 − 3y2,−6xy)

(b) Hf (x, y) =
(

6x −6y
−6y −6x

)
, Hf (0, 0) = 0

(c) Die Hessematrix ist semidefinit.

(d) Nein, dies ist ein Sattelpunkt, zum Beispiel für k > 0 den Wert für (k, k) und (−k, k)
betrachten.

Aufgabe G2 (Metriken)
a) Zeigen Sie, dass durch

d : R× R→ R, d(x, y) = | arctan(x)− arctan(y)|

eine Metrik auf R definiert ist. Zeigen Sie, dass R bezüglich dieser Metrik nicht vollständig
ist.

b) Französische Eisenbahnmetrik:
Zeigen Sie, dass durch

dSNCF : R2 × R2 → R, dSNCF(x, y) =
{
‖x− y‖ falls y = t · x für ein t ∈ R,
‖x‖+ ‖y‖ sonst,

eine Metrik auf dem R2 definiert ist.

Lösung:

a) – Positivität: arctan : R → R ist eine injektive Abbildung. Daher folgt aus d(x, y) = 0
sofort x = y. Die Rückrichtung ist trivial.
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– Symmetrie:

d(x, y) = | arctan(x)−arctan(y)| = |(−1)(arctan(x)−arctan(y))| = | arctan(y)−arctan(x)| = d(y, x)

– Dreiecksungleichung:

d(x, z) = | arctan(x)− arctan(z)| = | arctan(x)− arctan(y) + arctan(y)− arctan(z)|
= | arctan(x)− arctan(y)|+ | arctan(y)− arctan(z)| = d(x, y) + d(y, z)

Somit ist d : R→ R, d(x, y) = | arctan(x)− arctan(y)| eine Metrik auf R.
Wir betrachten die Folge (xn)n∈N, xn = n. Für ε > 0, Nε = dtan(π

2 − ε)e und n > k > Nε

gilt
d(xn, xk) = | arctann− arctan k| < |π2 − arctanNε| = ε.

Somit ist (xn)n∈N eine Cauchy-Folge bzgl. der betrachten Metrik, aber sie konvergiert nicht.

b) – Positivität: |x− y| ≥ 0, |x|+ |y| ≥ 0 und |x|+ |y| = 0 oder |x− y| = 0⇔ x = y

– Symmetrie: d(x, y) = |x − y| = |y − x| = d(y, x) falls x = λy (daher y = 1
λx) und

d(x, y) = |x|+ |y| = |y|+ |x| = d(y, x) sonst.
– Dreiecksungleichung: Man muss vier Fälle unterscheiden:

1.Fall: x = λy = µz in diesem Fall ist die Metrik gerade die Euklidsche Norm, also gilt
die Dreiecksungleichung.
2.Fall: x = λy, z 6= µy ∀µ

d(x, z) = |x|+ |z| = λ|y|+ |z|
≤ (|λ− 1|+ |1|)|y|+ |z|
= |x− y|+ |y|+ |z|
= d(x, y) + d(y, z)

Der Fall z = λy, x 6= µy ∀µ folgt analog.
3.Fall: x = λz, y 6= µz ∀µ

d(x, z) = |x− z| = |1− λ||x|
≤ λ|x|+ |x|
≤ |z|+ |x|+ 2|y|
= d(x, y) + d(y, z)

4.Fall: x, y, z paarweise linear unabhägig

d(x, z) = |x|+ |z|
≤ |x|+ |y|+ |y|+ |z|
= d(x, y) + d(y, z)

Aufgabe G3 (Taylor-Entwicklung)
Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung der Funktion

f : (0,∞)× (0,∞)→ R, f(x, y) =
x− y

x + y

im Punkt (1, 1) bis einschließlich der Glieder 2. Ordnung.
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Lösung: Es gilt f(x, y) = x+y−2y
x+y = 1− 2 y

x+y sowie f(x, y) = 2x−(x+y)
x+y = 2 x

x+y − 1. Daraus folgt:

D(1,0)f(x, y) = ∂xf(x, y) =
2y

(x + y)2

D(0,1)f(x, y) = ∂yf(x, y) = − 2x

(x + y)2

D(2,0)f(x, y) = ∂2
xf(x, y) =

−4y

(x + y)3

D(0,2)f(x, y) = ∂2
yf(x, y) =

4x

(x + y)3

D(1,1)f(x, y) = ∂x∂yf(x, y) =
2

(x + y)2
− 4y

(x + y)3
= (2x− 2y)/(x + y)3.

Am Entwicklungspunkt (1, 1) erhalten wir somit:

f(1, 1) = 0, D(1,0)f(1, 1) =
1
2
, D(0,1)f(1, 1) = −1

2

D(2,0)f(1, 1) = −1
2
, D(0,2)f(1, 1) =

1
2
, D(1,1)f(1, 1) = 0.

Die Glieder der Taylorreihe bis zur 2. Ordnung sind:∑
|α|≤2

1
α!

Dαf(1, 1)((x1, x2)− (1, 1))α

= f(1, 1) + D(1,0)f(1, 1)(x1 − 1) + D(0,1)f(1, 1)(x2 − 1)

+D(1,1)f(1, 1)(x1 − 1)(x2 − 1) +
1
2
D(2,0)f(1, 1)(x1 − 1)2

+
1
2
D(0,2)f(1, 1)(x2 − 1)2

=
1
2
(x1 − 1)− 1

2
(x2 − 1)− 1

4
(x1 − 1)2 +

1
4
(x2 − 1)2.
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Hausübung

Aufgabe H1 (Quader) (4 Punkte)
Welches Volumen kann ein Quader maximal haben, wenn seine Raumdiagonale die Länge 1 hat?

Lösung: Der Quader mit den Kantenlängen a, b, c > 0 hat das Volumen

V (a, b, c) = abc.

Da die Raumdiagonale die Länge 1 haben soll gilt

c =
√

1− a2 − b2.

Daraus folgt
V (a, b) = ab

√
1− a2 − b2

Die partiellen Ableitungen sind

∂
∂aV (a, b) = b

√
1− a2 − b2 − a2b 1√

1−a2−b2
= b(1−2a2−b2)√

1−a2−b2

∂
∂bV (a, b) = a

√
1− a2 − b2 − ab2 1√

1−a2−b2
= a(1−a2−2b2)√

1−a2−b2

.

Wir setzen den Gradienten gleich 0 und erhalten

b(1− 2a2 − b2) = 0 und a(1− a2 − 2b2) = 0.

Da a, b > 0 muss
1− 2a2 − b2 = 0 = 1− a2 − 2b2 = 0

gelten. Lösungen des Gleichungssystems sind

a = b = 1√
3
.

Für die zweiten partiellen Ableitungen erhalten wir

∂2

∂a2 V (a, b) = ab(−3+3a2+2b2)√
1−a2−b2

3

∂2

∂b2
V (a, b) = ab(−3+2a2+3b2)√

1−a2−b2
3

∂2

∂b∂aV (a, b) = 1−3a2−3b2+2a4+2b4+3aab2√
1−a2−b2

3 = ∂2

∂a∂bV (a, b).

Wir untersuchen nun die Hesse-Matrix von f in (1/
√

3, 1/
√

3)

Hf (1/
√

3, 1/
√

3) = −2
√

3
3

(
2 1
1 2

)
.

Die Eigenwerte der Hesse-Matrix sind −2
√

3
3 und −2

√
3. Somit ist Hf negativ definit und ein

Maximum liegt vor, wenn der Quader ein Würfel mit Kantenlänge 1√
3

ist.

Aufgabe H2 (Kritische Punkte) (4 Punkte)
Man klassifiziere die kritischen Punkte für

fα : R2 → R, f(x, y) = x3 − y3 + 3αxy,

in Abhängigkeit von α ∈ R nach Maxima, Minima und Sattelpunkten.
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Lösung: Sei α = 0, dann gilt

grad f(x, y) =
(

3x2

−3y2

)
,

der kritische Punkt ist folglich (0, 0). Es gilt

Hf (0, 0) =
(

0 0
0 0

)
,

die Hesse-Matrix ist semidefinit, die Funktion nimmt sowhl negative also auch positive Werte in
der Nähe von (0, 0) an.
Sei nun α 6= 0, dann gilt

grad f(x, y) =
(

3x2 + 3αy
−3y2 + 3αx

)
und Hf (x, y) =

(
6x 3α
3α −6y

)
Die kritischen Punkte sind folglich (0, 0) und (α,−α). Es gilt

Hf (0, 0) =
(

0 3α
3α 0

)
,

die Matrix ist indefinit, damit handelt es sich um einen Sattelpunkt. Am zweiten kritischen Punkt
gilt

Hf (α,−α) =
(

6α 3α
3α 6α

)
,

die Definitheit von Hf hängt von α ab.
Für α < 0 ist die Hesse-Matrix negativ-semidefinit, es handelt sich folglich um ein lokales Maxi-
mum. Für α > 0 ist die Hesse-Matrix positiv-semidefinit, es handelt sich folglich um ein lokales
Minimum.

Aufgabe H3 (Satz von Taylor) (2+2 Punkte)
Es seien f : Rn → R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und p : Rn → R mit

p(x) :=
∑
|α|≤k

aαxα, aα ∈ R,

ein Polynom vom Grad ≤ k.
Beweisen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

(1) limh→0
f(h)−p(h)
‖h‖k = 0,

(2) p ist das k-te Taylorpolynom von f (mit Entwicklungspunkt 0).

Lösung: Es gilt nach dem Satz von Taylor

f(h) =
∑

|α|≤k−1

1
α!

(Dαf)(0)hα +
∑
|α|=k

1
α!

(Dαf(τh))hα =: Tk−1(h) + R(h).

,,(1)⇒ (2)” Sei q(h) := p(h)− Tk(h). Es ist q = 0 zu zeigen.
Sei ε > 0. Dann gibt es nach (1) ein δ > 0, so dass |f(h)−p(h)

‖h‖k | < ε, falls ‖h‖ < δ. Da Dαf für
|α| = k stetig ist, kann man δ so wählen, dass |Dαf(τh) − Dαf(0)| < ε für ‖h‖ < δ, da τ ≤ 1.
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Man hat für ‖h‖ < δ

|q(h)| = |p(h)− f(h) + Tk−1(h) + R(h)− Tk(h)|

≤ |p(h)− f(h)|+

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=k

1
α!

((Dαf(τh))hα − (Dαf(0))hα)

∣∣∣∣∣∣
≤ ε‖h‖k +

∑
|α|=k

1
α!

ε‖h‖|α|

= cε‖h‖k.

Also gilt q(h)
‖h‖k → 0. Wir schreiben q(h) =

∑
|β|≤k bβhβ. Dann gilt für festes h und t ∈ R

q(th) =
∑
|β|≤k

bβt|β|hβ =
k∑

j=0

c(j, h)tj

und
1
|t|i

q(th) t→0−−→ 0 für i = 0, 1, ..., k.

Angenommen, wir hätten schon gezeigt c(j, h) = 0 für j = 0, ..., l, l < k. Dann gilt

0 t→0←−− 1
tl+1

q(th) =
k∑

j=l+1

c(j, h)tj−l−1 t→0−−→ c(l + 1, h).

Also ist c(l + 1, h) = 0. Per Induktion folgt also (Der Induktionsanfang geht analog zum Indukti-
onsschritt) q(th) = 0 für alle t und weil h beliebig war, gilt q = 0 und wir haben (2) bewiesen.
,,(2)⇒ (1)” Sei p(h) = Tk(h). Dann gilt

1
‖h‖k

|f(h)− p(h)| = 1
‖h‖k

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=k

1
α!

(Dαf(τh)−Dαf(0))hα

∣∣∣∣∣∣
≤ 1
‖h‖k

∑
|α|=k

1
α!
|Dαf(τh)−Dαf(0)|‖h‖|α|

≤
∑
|α|=k

1
α!
|Dαf(τh)−Dαf(0)|

h→0−−−→ 0,

weil Dαf für |α| = k stetig ist.
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