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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Der Affensattel)
Wir betrachten die Funktion f: R? — R, f(z,y) = 2% — 3292,

(a) Bestimmen Sie die Ableitung f’ von f.
(b) Bestimmen Sie die Hessematrix Hy = (%8];7)@3' an der Stelle 0.
(c) Ist Hy positiv (semi-)definit, indefinit oder negativ (semi-)definit?
(d) Hat die Funktion f an der Stelle 0 ein Extremum?
Losung: Wir betrachten die Funktion f: R? — R, f(z,y) = 2® — 3xy?.
(a) Jy = (3% — 3y*, —6xy)

(b) Hy(z,y) =< b ~6y ) H(0,0) =0

—6y —6x
(c) Die Hessematrix ist semidefinit.
(d) Nein, dies ist ein Sattelpunkt, zum Beispiel fiir k¥ > 0 den Wert fiir (k, k) und (—k, k)
betrachten.

Aufgabe G2 (Metriken)
a) Zeigen Sie, dass durch

d: RxR—R, d(z,y) = |arctan(x) — arctan(y)]

eine Metrik auf R definiert ist. Zeigen Sie, dass R beziiglich dieser Metrik nicht vollsténdig
ist.

b) Franzosische Eisenbahnmetrik:
Zeigen Sie, dass durch

|z —y| fallsy=t-z fir eint € R,

dsNCF R? x R? — R, dsncr(z,y) = { || + ||yl sonst

eine Metrik auf dem R? definiert ist.

Losung:

a) — Positivitit: arctan : R — R ist eine injektive Abbildung. Daher folgt aus d(x,y) = 0
sofort x = y. Die Riickrichtung ist trivial.



7. Ubung Analysis IT

— Symmetrie:

d(z,y) = | arctan(x)—arctan(y)| = |(—1)(arctan(x)—arctan(y))| = | arctan(y)—arctan(z)| = d(y, =)

— Dreiecksungleichung:
d(xz,z) = |arctan(xz) — arctan(z)| = | arctan(x) — arctan(y) + arctan(y) — arctan(z)|
= |arctan(xz) — arctan(y)| + | arctan(y) — arctan(z)| = d(z,y) + d(y, 2)

Somit ist d : R — R, d(z,y) = | arctan(z) — arctan(y)| eine Metrik auf R.
Wir betrachten die Folge (z,)nen, ©n = n. Fiir € > 0, Ne = [tan(§ —¢)] und n > k > N
gilt
d(2n,ry) = |arctann — arctan k| < |5 — arctan N| = e.
Somit ist (zp,)nen eine Cauchy-Folge bzgl. der betrachten Metrik, aber sie konvergiert nicht.
b) — Positwitit: |z —y| >0, |z|+|y| >0und |z|+ |yl =0oder [z —y|=0 2=y
— Symmetrie: d(z,y) = |v —y| = |y — x| = d(y,z) falls = Ay (daher y = 1) und
d(z,y) = |z| + ly| = |yl + |z| = d(y, ) sonst.
— Dreiecksungleichung: Man muss vier Fille unterscheiden:
1.Fall: x = Ay = pz in diesem Fall ist die Metrik gerade die Euklidsche Norm, also gilt

die Dreiecksungleichung.
2.Fall: x = My, z # pyVu

d(z,z) = |z|+]z[ = Aly| + [2]
< (A= + 1Dyl + |=|
|z =yl + [yl + |2|

= d(z,y) +d(y,2)

Der Fall z = Ay, « # uy Vu folgt analog.
3. Fall: © = Xz, y # pzvVu

A

dz,z) = |z —2z=[1-\]z|
< Azl + |z
< [z + |z| + 2y

d(z,y) +d(y, 2)
4.Fall: x,y, z paarweise linear unabhégig
d(z,z) = l|z]+]z]

|z + |y| + |y| + |2]
d(z,y) +d(y, 2)

IN

Aufgabe G3 (Taylor-Entwicklung)

Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung der Funktion
-y
T+y

f:(0,00)X(0,00)HR, f(xuy>:

im Punkt (1,1) bis einschliefllich der Glieder 2. Ordnung.
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Loésung: Es gilt f(x,y)

DO f (2, y)
DOD f(x,y)
DO f(x,y)
D) f(x,y)

DY f(z,y)

Analysis IT

— 1. Daraus folgt:

= THEW ]9t sowie f(z,y) = 25 g e
2
= Ouf(z,y) = ﬁ
2x
= 8yf($7y) - _(x+y)2
—4y
= 8§f(ac,y) = ($+y)3
4z
2 4y 3
= azayf(xay) = ($+y)2 - ($+y)3 = (2$—2y)/($+y) :

Am Entwicklungspunkt (1,1) erhalten wir somit:

f(lvl) =0,

DEIf(1,1) = —,

DOV f(1,1)

DUV f(1,1) =,

1

DOVf(1) =2, DOV =0

Die Glieder der Taylorreihe bis zur 2. Ordnung sind:

Z iDaf(l, 1) ((z1,22) — (1,1))

o <2
£(1,1) + DO £(1,1) (2 — 1) + DOV f(1, 1) (2 — 1)

+DIY £(1,1) (2 — 1) (a2 — 1) + %D(Q’O)f(l, 1)(z1 — 1)

1
+3 D02 f(1,1) (w2 — 1)

tar—1) - s 1)

1 1
— 1)+ Z(zy —1)2
5 5 (x1—1) +4(x2 )

4
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Quader) (4 Punkte)
Welches Volumen kann ein Quader maximal haben, wenn seine Raumdiagonale die Lénge 1 hat?

Losung: Der Quader mit den Kantenlingen a,b,c > 0 hat das Volumen
V(a,b,c) = abe.
Da die Raumdiagonale die Lange 1 haben soll gilt
c=+1-a®—b2.
Daraus folgt
V(a,b) = aby/1 — a2 — b2

Die partiellen Ableitungen sind

2V (a,b) =bV/T—a? =12 — a?b——L— = b(jl‘fgj:l’jj)

SV(ab)=av1—a2— 12 —abP L = e 2)

Wir setzen den Gradienten gleich 0 und erhalten
b(1 —2a® —b*) = 0 und a(1 — a® — 2b%) = 0.

Da a,b > 0 muss
1-2a2 -0’ =0=1-a%>-20>=0

gelten. Losungen des Gleichungssystems sind

—p=_L
a=0b= 7
Fiir die zweiten partiellen Ableitungen erhalten wir
92 _ ab(=3+3a%+2b?)
parV(0,b) = T
92 _ ab(—3+2a%+3b?)
V(@) = T
02 _ 1-3a2-3b2+42a%42b%+3a%0% _ 02
Bbaav(a’ b) - Vi—aZz_p2° - 8a8bv(a7 b)'

Wir untersuchen nun die Hesse-Matrix von f in (1/ V3,1 / \/3)

Hp(1/v/3,1/v/3) = -2 ( ? ; )

Die Eigenwerte der Hesse-Matrix sind —%ﬁ und —2v/3. Somit ist H ¢ negativ definit und ein
Maximum liegt vor, wenn der Quader ein Wiirfel mit Kantenlédnge % ist.

Aufgabe H2 (Kritische Punkte) (4 Punkte)
Man klassifiziere die kritischen Punkte fiir

fa: RQHRv f(x7y):$5_y3+3a$yu

in Abhéangigkeit von o € R nach Maxima, Minima und Sattelpunkten.



7. Ubung Analysis IT

Loésung: Sei o = 0, dann gilt

2
wad fa) = (%),

der kritische Punkt ist folglich (0,0). Es gilt

Hy(0,0) = (8 8)7

die Hesse-Matrix ist semidefinit, die Funktion nimmt sowhl negative also auch positive Werte in
der Niahe von (0,0) an
Sei nun « # 0, dann gilt

[ 3z%+43ay ([ b6z 3«
gradf(x,y) - < —3y2+30[{1,‘ ) und Hf(xay) - < 3o —6y >

Die kritischen Punkte sind folglich (0,0) und (a, —«). Es gilt

0 3o
Hf(0,0)=<3a 0 )

die Matrix ist indefinit, damit handelt es sich um einen Sattelpunkt. Am zweiten kritischen Punkt

gilt
6a 3«
Hy(a, —a) = < 3a 6o > ’

die Definitheit von H; héngt von « ab.

Fiir a < 0 ist die Hesse-Matrix negativ-semidefinit, es handelt sich folglich um ein lokales Maxi-
mum. Fir a > 0 ist die Hesse-Matrix positiv-semidefinit, es handelt sich folglich um ein lokales
Minimum.

Aufgabe H3 (Satz von Taylor) (242 Punkte)
Es seien f : R™ — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und p : R” — R mit

ein Polynom vom Grad < k.
Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
: f(h)—p(h) _
(1) hmhaow =V,
(2) pist das k-te Taylorpolynom von f (mit Entwicklungspunkt 0).

Losung: Es gilt nach dem Satz von Taylor

)= Y DD+ S (D) = T () + RD)

laj<k—1 o=k

(1) = (2)” Sei q(h) := p(h) — Tx(h). Es ist ¢ = 0 zu zeigen.
Sei ¢ > 0. Dann gibt es nach (1) ein § > 0, so dass |%| < g, falls ||h]| < 6. Da Df fiir
|a| = k stetig ist, kann man § so wihlen, dass |D®f(7h) — D*f(0)| < e fiir |h|| < §, da 7 < 1.
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Man hat fiir ||h| < 0

lg(h)| = [p(h) = f(h) + T—1(h) + R(h) — Ty(h)]

< Ip(h) = f(B)[ + | > é((Do‘f(Th))ha — (D f(0))n?)

la|=k
1
< ellhlf + Y el
loj=k
= caHth.

Also gilt ah) _, 0. Wir schreiben a(h) = > 51<k bgh®. Dann gilt fiir festes h und ¢ € R

IR
k
q(th) = Y bathIn? =" c(j, h)t!
1B <k =0
und
|tl|l.q(th) 200 fir i=0,1,..., k.

Angenommen, wir hétten schon gezeigt ¢(j,h) = 0 fiir j =0,...,1, I < k. Dann gilt

k
0420 Lgn) = 3 elm)e 20 )
j=lt1

Also ist ¢(I + 1,h) = 0. Per Induktion folgt also (Der Induktionsanfang geht analog zum Indukti-
onsschritt) ¢(th) = 0 fiir alle ¢ und weil h beliebig war, gilt ¢ = 0 und wir haben (2) bewiesen.
,»(2) = (1)” Sei p(h) = Ty (h). Dann gilt

Tl = 0] = 1o %k;’(m Frh) — DR FODA®
< thll’f l}_:k;mf(m) — DOf(0)| ||
< Zk;!lDaf(Th) — D £(0)

i

weil D f fiir |a| = k stetig ist.



7. Ubung

KOnmT ALLE
cUR VOLLVERSAMMLUNG DER

MATHES TUDIERETIDETT

AMmM O03.0&.09
Um 1&e:15
INsi03- 123

HIER GIET ES: INFOS 2UR HOCHSCHULWAHL,
WICHTIGES AUS DER FACHSCHAFT UMD AKTUELLES
AUS DEM ASTH

Analysis IT



