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6. Ubungsblatt zur
., Analysis II*

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Laplace-Operator)
Sei U C R"™ offen und f : U — R zweimal partiell differenzierbar. Der Laplace-Operator A ist
definiert durch Af := 0101 f + -+ + 0,0, f. Wir betrachten nun U := R™ \ {0} und die Funktion
r:U —R; xw |lz||l2 = \/(z, z). Zeigen Sie:

— €T
[l]2*

b) Es gilt A(r?~") = 0 fiir n > 3.
¢) Im Falle n = 2 gilt A(logr) = 0.

a) Es gilt gradr(z)

Losung:
a) Fir x € R™\ {0} ist

Somit ist grad r(x) = ﬁ

b) Nach der Kettenregel gilt fiir n > 3

5, (M 7)(@) = 2 =) ey = — (0 - 2) 5
Und
s on (1@ = —(n =25k i

Daraus ergibt sich
A (@) = =0 =2) (nls —nplfi) =0

c¢) Fiir n = 2 ergibt sich:

0
g, 1087(7) = o]

und somit
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Aufgabe G2 (Partielle Ableitungen)
Berechnen Sie die gemischten Ableitungen % und ;%gy der Funktion

R _ | i i (2,y) #(0,0)

an der Stelle (0,0).
Losung: Da die Funktion auf den Koordinatenachsen verschwindet, gilt %(0, 0) = %(0, 0) =0.
An den {ibrigen Punkten sind die partiellen Ableitungen durch

8f( ) 2 — g2 N 22 (2% + y?) — (2% — y?)2z z2 — 92 N 42293

—I\ = —_— X =

oz DY) TV 2 Yy (@2 1 42)2 Y2+ 2 (22 1 y2)2

gegeben. Es folgt %(O,y) = ;—z; = —y und %(m,O) = x. Damit ergeben sich die gemischten
2 2

%}:lei‘?ungen zu Cfg—a};(o, 0) = —1 und ;Tgy(o, 0) = 1. Diese gemischten Ableitungen stimmen nicht

iiberein.

Aufgabe G3 (Beschrinktes Differential)
Sei U C R” eine offene Kugel und f : U — R™ eine stetig differenzierbare Funktion mit be-
schrinktem Differential. Das heift, es gebe eine Konstante K € R™, so dass

||Df(x)|| < K fiir alle x € U.
Man zeige, dass f in U gleichméfig stetig ist.

(*)Zeigen Sie, dass f eindeutig auf U fortsetzbar ist.

Loésung: Zu zeigen ist, dass fiir alle € > 0 eine § > 0 existiert, so dass fiir alle x € U
Il <6, (z+8 el = [[flx+&) - fla)] <e

U ist konvex und offen also existiert nach dem Mittelwertsatz ein y € U auf der Verbindung von
z und (x4 &) , so dass
fl@+8&) - flz) = f(y)((z +&) —2).
Also ist
1f(z+&) = f@)l =1 W=+ &) — )| < K]l < Ko.

Fiir 0 = & folgt || f(z + &) — f(2)]| < ¢, somit ist die gleichméBige Stetigkeit bewiesen.

Fortsetzbarkeit:
Es sei z € U \ U dann existiert eine Cauchy-Folge (z,,)nen in U, die gegen z konvergiert. Wegen
der glm. Stetigkeit auf U existiert fiir alle ¢ > 0 ein § > 0, so dass

Vu,vo€eUmit |lu—v| <d = [[f(u)— f(v)] <e
Fiir fixes 0 gibt es ein N, so dass fiir alle n,k > N
|xn —xk] <6

gilt. Daraus folgt
1f (@n) = flax)ll <e,

das heift, (f(zn))nen ist ein Cauchy-Folge und konvergiert somit im R”. Daher ist die Definition

f(z) = lim f(xy,)

n—oo
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moglich. Uberlegen wir uns nun, warum diese Definition eindeutig ist:
Es sei (yn)nen eine weitere Cauchy-Folge, die gegen x konvergiert. Dann gibt es ein Ny so dass
fiir alle n, k > Ny

[2n = gkl < llwn — 2l +llz — il <6

gilt. Damit folgt
1f (@n) = f ()| <e

und limy, oo f(2,) = limy, 00 i(yn)
Bleibt die glm. Stetigkeit auf U zu zeigen:
Wegen der glm. Stetigkeit auf U existiert fiir alle ¢ > 0 ein § > 0, so dass
Vau,veUmit [[u—vl| <6 = [[f(u) — f(v)] < 5.
Es sei 2,y € U, mit &, —n—oo T, Yn —nooo ¥ und ||z — 9| < g. Dann existieren IV, Ny, so dass
Vn>Ng: |z, — x| <g und Vk>Ny: [jyp —y| < g.

Da ||z, — yi|| < 6, gilt also

1 (@) = FWI < (@) = Flan)ll + 1f (@n) = Flu)ll + 17 () = Flun)ll < e
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Die Richtungsableitung der Exponentialfunktion) (242 Punkte)
Wir betrachten den Raum V' der linearen Abbildungen vom R™ in den R"™. Dabei identifizieren
wir lineare Abbildungen A mit der zugehotrigen Matrix beziiglich der kanonischen Basis. Die
Matrixexponentialfunktion exp : V' — V ist durch

= Ly
exp(a) = 3°
k=0
gegeben.
a) Zeigen Sie, dass die Reihe fiir alle A konvergiert.
b) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Matrixexponentialabbildung in Richtung A am
Punkt O (d.h. bei der Nullabbildung).
Losung:
a) Betrachten wir die Reihe Aj und verwenden die Zeilensummennorm:
Ist Y12 ||Ak|| < o0, so hat man eine konvergente Majorante fiir jede der Reihen 77 |a(k)\ <
00, da \a | < ||Ag|]. Damit ergibt sich die komponentenweise Konvergenz der Reihe > 72 j Ay <

oo. Es relcht also 3520 [[Akl| = 20 || 4 A% < oo zu zeigen.

Die Reihe > 72, k,||A[|k < oo konvergiert gegen e/l Weil ]|Ak|| < ||A||¥ ist, konvergiert auch
die Reihe S5 || A%|| < 00, also konvergiert nach obiger Uberlegung > 32 & A" < <.

b) Es gilt
=1
exp(A) — exp(0) = ) :1? Z k'Ak

k=0
Somit folgt
14k Ak 11k Ak
lim exp(t4) — exp(0) = lim 7220:1 nt 4 = lim A + 7220:2 ut 4 = A.
t—0 t t—0 t t—0 t

Man beachte, dass Summation und Limesbildung nicht beliebig vertauschbar sind.

Aufgabe H2 (Antipodensatz) (242 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Die Oberfliche der Einheitskugel im R"*!, die Sphire
= {z eR"™: ||zl = 1},

ist fiir alle n > 1 wegzusammenhéngend und kompakt.

b) Sei T': S™ — R eine stetige Abbildung. Dann nimmt 7" ein Maximum und ein Minimum an
und es gibt einen Punkt z¢ € S” mit T'(xg) = T'(—xo).
Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis die im Tutorium gezeigte Aussage, dass stetige Abbil-
dungen wegzusammenhingende Mengen auf wegzusammenhingende Mengen abbilden, und
den Zwischenwertsatz.

Losung:
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a)

Es seine z,y € S™, wir konstruieren einen Weg von x nach y in S™:
Wenn (1 — t)x + ty # 0 fiir alle ¢ € [0, 1] gilt. Wihlen wir als Weg:

71 [0,1] = 8", () = iae.

Sonst wihlen wir einen dritten Punkt z € S”, so dass (1 — t)z 4 tz # 0 fiir alle ¢ € [0, 1] und
(1 —t)z +ty # 0 fiir alle t € [0, 1]. Nach obigem Verfahren erhalten wir einen Weg von x
nach y iiber z.

Somit ist S™ wegzusammenhéngend.

Fiir alle x € S™ gilt ||z|| < ¢ fir ¢ > 1, d.h. S™ ist beschrénkt.

Sei y € R" 1\ S” d.h. ||y|| = ¢ # 1. Setzte € = HQ;C‘, dann ist
Ue(y) C R\ S
D.h. R**1\ S" ist offen und somit S™ ist abgeschlossen und kompakt.

b) Da S™ kompakt ist nimmt 7" auf S” ein Minimum bzw. Maximum an, die dazugehorigen
Argumente seien Ty bzw. Tmax. Sei
G: S"—>R, Glx)=T(x) - T(—=).
G ist auch stetig und entweder G(2yin) < 0 oder T'(zmin) = T'(—Tmin)- Ebenso gilt G(xmax) >
0 oder T'(Zmax) = T(—Zmax)- Es sei G(min) < 0 < G(Tmax) (sonst ist die Aussage sowieso
bewiesen). v : [0,1] — S™ sei ein Weg von Zpyi, nach xmax. Nach dem zitierten Satz ist
G(7v([0,1])) € R zusammenhéngend. Es folgt
G(V([Ov 1])) D) [xminvwmax] >0
nach dem Zwischenwertsatz fiir die eindimensionale Funktion G o« folgt
30,1 G(v(E) =0.
Das heif3t, fiir z = (&) gilt
Gz)=0T(z)=T(—x).
Aufgabe H3 (homogene Funktionen) (242 Punkte)

Es sei k € R. Eine Funktion f : R"\{0} — R heit homogen vom Grad k, wenn fiir alle z € R™\ {0}
und alle reellen ¢ > 0 gilt:

ftz) =t* f(a).

Zeigen Sie, dass eine differenzierbare Funktion f genau dann homogen vom Grad k ist, wenn die
Eulersche Identitat

gilt.

fl@) -z =k f(z)

Losung:
= Es gelte f(tz) = t* f(x). Durch Differenzieren nach ¢ erhilt man f'(tx)x = kt*~!f(z) setzt

man t = 1 so erhalt man die Eulersche Identitit.

< Esgilt: f'(tz) -tz = k f(tx) Es sei h(t) := t~* f(tz), dann gilt

Sht) = HtFf(tw)
= —ktF () + 7R f (t2)x
= —kt F () 47 f (bt
= —kt* )+t R f(tr) =0

Somit ist h(t) konstant, es gilt h(t) = h(1) = t~1 f(1z) = f(z). Damit ist f(tx) = t* f(z).
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Am 02.06. findet die siebte Ubung von 17.10-18.50 Uhr als Hérsaalitbung mit
allen Gruppen und allen Tutoren in S101/01 statt.



