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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Differenzierbarkeit)
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit f(z,y) := +/|7y|.
Zeigen Sie: f ist stetig und partiell differenzierbar im Punkt (0,0), aber die Funktion ist in (0, 0)
nicht total differenzierbar.

Losung: Die Funktion f(z,y) = /|zy| = /|z|\/|y| ist als Produkt zweier stetiger Funktionen
wieder stetig, also insbesondere im Punkt (0,0) stetig. Die partiellen Ableitungen im Punkt (0, 0)
konnen nur mit Hilfe der Definition berechnet werden:

s 00 = Jim h =iy =0
gy &0 = fim I =y =0

Beide partiellen Ableitungen sind im Punkt (0, 0) gleich 0. Wére f differenzierbar im Punkt (0, 0),
dann wiirde fiir die Jacobi-Matrix gelten: f’(0,0) = (0,0), und es miifite fiir ein ¢(h, k) mit

limp, 1) (0,0) “f(gfg)” = 0 die Gleichung

f(h,k) = f(0,0) + £'(0,0) - (h, k) + ¢(h, k)
erfiillt sein. Einsetzen ergibt
Vi0zyl =0+ 0+ o(h, k),
also ¢(h, k) = \/|hk|. Wihlt man nun die Folge (1, 1), dann gilt sicherlich lim,, (%, 2) = (0,0),

n’

aber
1
(2, 1) \V w2 1
lim ——n2n’ _ = — £0.
n—os ||(£, 1) Ll V2

Also kann f im Nullpunkt nicht differenzierbar sein.

Aufgabe G2 (Jacobi-Matrix)
Gegeben seien die Funktionen g : R* — R? und h : R? — R? mit g(z,v,2) := (22 + 3 + 2, 2y2)
bzw. h(u,v) := (e”,€"). Bestimmen Sie die Jacobi-Matrizen ¢’, b’ und (ho g)'.
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Loésung;:
, 2z 2y 1 , _ e’
g(x,%z)— < yz TZ TY ’ h(uvv)_ el 0
(hog)(w,y,2) = (77, e" V)
, yzery* rze™V? xyerY? ;.
(h o g) (:L‘a Y, Z) = ( 2x6r2+y2+z 2y612+y2+2 ex2+y2+z =h- g
Aufgabe G3 (Abbildungen von Matrizen) (14-3 Punkte)
Sei R™*™ die Menge der n x n-Matrizen.
Sei ||| - ||| eine Norm auf R™ und || - || die durch ||| - ||| induzierte Operatornorm, d.h.,
A
||Al| = sup { 1Az :0#x € R"} .
HEll
a) Zeigen Sie
Az < [ Al {]l[1].

b) Zeigen Sie
IAB| < ||A|l|B|| fiir alle A, B € R™*".

c) Sei
f CRUXT ¢ RXT Rnxn’ (A,B) — AQB
Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt (A, B) differenzierbar ist und berechnen Sie f'(A4, B).

Losung: a)Aus der Definition folgt W < ||A]|-

b) es gilt fiir alle z € R”
ABz[[| < [[Al[ll[B||| < [[AIIBII||I]]-

Somit gilt |AB|| = sup{[[|ABzl[| , = € R", [[[z[[| = 1} < sup{[|A[[[|B] , € R", [[|z[|| = 1} =
IA[I[[B]]- ,
c) Sei || - || die euklidische Norm auf R™ . Diese ist dquivalent zu der (von irgendeiner Norm)
induzierten Operatornorm | - |op. Es gilt
f(A+ HB+K)=(A+H)?*B+K)
= A’B+ AHB+ HAB+ H’B+ A’K + AHK + HAK + H’K
= f(A,B) + (AHB + HAB + A’K) + H?B + AHK + HAK + H’K.

Die Abbildung (H, K) + AHB + HAB + A?K ist offenbar linear. Auerdem

|H?B + AHK + HAK + H?K|| - |H?B + AHK + HAK + H*K |0,

=]+ [K]] = ¢ Hlop + 1Ko
12,3 + 2| Alloyl Hllop 1K llop + 1113, 1K llog
= [Hlop + [K]Op
13, | Bllop + 21 Allopl Hllop | K llop + 113, Koy
= Hlop

< c(|HllopllBllop + 2l Allopll K llop + [[H [|0pl| K lop)

(H,K)—0
— 0.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (Differenzierbarkeit) (242 Punkte)
Es sei f: R? — R mit

Flz,y) = (x2 + y2) - sin (ﬁ) fiir (:C,y) #0
0 fiir (iL‘,y) =0

gegeben. Zeigen Sie
a) % :R? - R und g—;j : R? — R existieren, sind aber im Nullpunkt nicht stetig.
b) f ist im Nullpunkt differenzierbar.

Loésung: Sei (z,y) # (0,0). Dann gilt

of . 1 9 o 1 1 2z
= =2zsin(———=) + (2" + y*) cos(—= ) (- —
o T e )
. x
= 2z sin( ) — cos( ).

Vit Vet et y?

Sei y = 0. Dann hat man

_ h? sin
f(0+h,0) = f(0,0) I Y

h " h Ih|

Somit ist existiert die partielle Ableitung nach x.

Sei a, = (51-,0). Dann gilt a, — (0,0) aber
o (an) = 0 — cos2nm —1#0 o (0,0)

Also ist % unstetig. Fiir die Ableitung nach y geht alles genauso.
Wir zeigen nun, dass die totale Ableitung 0 ist. Es gilt fiir h = (hy, he) # (0,0)

. h—0
(h?+h§)-sm< h2+h2>| R+ h2 =% 0

f(O+h)=0+0h+ f(h) = f(0,0) + df(0,0)h + f(h)
und f ist in (0,0) differenzierbar.

fy
DR

Also gilt

Aufgabe H2 (Kompaktheit und gleichmiflige Stetigkeit) (4 Punkte)
Sei K eine kompakte Teilmenge des R? und sei (f,)nen eine Folge stetiger Funktionen mit f,, :
K — R™, die gleichméfig gegen eine Funktion f: K — R™ konvergiert. Weiterhin sei g : R™ —
R! eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (go f,,)nen auf K gleichmiBig gegen
g o f konvergiert.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die Menge

L:={zecR™: Iyec f(K) mit ||z —y|| <1}

kompakt ist. Fiir n > ng gilt f,,(K) C L.
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Losung: Aus der gleichméfigen Konvergenz der f,, folgt die Stetigkeit von f. Das Bild f(K) ist
als stetiges Bild eines Kompaktums kompakt. Also ist f(K) beschrénkt. Fiir [ € L existiert ein
y € f(K) mit ||l — y|| <1, daher gilt

1< W=yl + llyll < T+e¢,

somit ist L beschrankt.
Sei x € R™ \ L, dann gilt

min ||z —y|| =d; > 1, da f(K) kompakt ist.
yef(K)

Somit ist Ug,_1 (z) eine Umgebung von z, d.h. R™ \ L ist offen und somit L abgeschlossen und

kompakt.
Aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit von f gibt es einen Index N7 € N, so dass fiir jedes n > Ny

[fn(2) = f2)lloc <1

gilt. Fiir n > Ny gilt also f,(K) € L. Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir nun die gefragte
gleichméfige Konvergenz. Sei dazu € > 0 vorgegeben. Auf der kompakten Menge L ist die Funktion
g gleichméfig stetig. Daher gibt es ein ¢ > 0 mit

llg(x) — g(y)|| < e fur alle z,y € L mit ||z — y|| < 4.
Da (fn)nen gleichméBig gegen f konvergiert, gibt es ein Ny € N mit

sup || fn(z) — f(z)]| < 0 falls n > Na.
zeK

Insgesamt erhalten wir

sup [lg(fn(@)) = g(F(@))l| < e falls n = max{Ni, No}.

Damit ist die fragliche gleichméflige Konvergenz gezeigt.

Aufgabe H3 (Kettenregel) (4 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit

fla,y) = —a® + 20y — 3.
Die Darstellung dieser Funktion in Polarkoordinaten
Z(r,p) = rcos(p) und  g(r,¢) = rsin(p)

lautet

flryp) = f(&(r, ¢),4(r,¢))
mit f : R? — R. Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von f mittels der Kettenregel.

Losung: Die partiellen Ableitungen von f lauten
fa(z,y) = =22 +2y und fy(z,y) =22 — 3y

Fiir die Polarkoordinaten gilt

Tp(r,p) =cos(¢) und Zy(r,¢) = —rsin(p)
bzw. .(r,¢) =sin(p) und g,(r,¢) = rcos(p).
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Damit ergibt sich fiir die Funktion f

Fr(r,9) = fo(@(r,9),5(r, ) E(r,0) + fy(E(r,0),5(r,0)) Gr(r,0)
= (=2rcos (@) + 2rsin (p)) - cos (p) 4 (2r cos (p) — 3r? sin? (p)) - sin ()
= —2r cos? (¢) + 4rsin (@) cos (p) — 3r?sin® (),
Fo(ry9) = Fo(@(r,0),5(r, ) Zo(r, ) + fy(F(r, 0), 5(r,9)) Go(rs 0)
= (—2rcos (¢) + 2rsin (¢)) - (—rsin (@) + (2rcos (p) — 3r?sin? (¢)) - (r cos (¢))
©) sin

= 2r%(cos ( (@) — sin? (@) + cos? (¢)) — 3r3 sin? () cos ().



