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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Stetigkeit)
Wir betrachten die Funktionen

2

R0} SR Aiey)= 5
und 2
R} =R o) = o

a) Sind die Funktionen f1, fo stetig?

b) Sind sie stetig auf R? fortsetzbar, d.h., gibt es eine stetige Funktion F' : R? — R mit Fir2\(0y =
fi?

Aufgabe G2 (Kompaktheit)
a) Seien A, B C R™ kompakte Teilmengen. Zeigen Sie, dass A U B ebenfalls kompakt ist.

b) Geben Sie ein Beispiel an, in dem die Vereinigung von unendlich vielen kompakten Mengen
nicht kompakt ist.

¢) Sei X eine kompakte Teilmenge des R™. Zu jeder Uberdeckung (U;);c; von X existiert ein
A > 0, so dass jede Teilmenge A C X mit diam(A) < A in einem der U; liegt.

Aufgabe G3 (Matrizen R"*")
Die Menge R™ " der (n x n)-Matrizen iiber R ist ein n?-dimensionaler reeller Vektorraum. Man
kann daher die euklidische Norm || - ||2 auf R™*" definieren.

a) Es sei M = (m;j); jenSind die Projektionen p; j : R™*"™ — R, M +— m; ; stetig?
b) Beweisen Sie, dass die Determinante det : R"*™ — R eine stetige Abbildung ist.

c¢) Schlieflen Sie, dass {A € R"*" | det(A) = 0} eine abgeschlossene Menge ist.



Hausiibung

Aufgabe H1 (Funktionen auf dem Produkt kompakter Intervalle) (4 Punkte)
Seien I und J kompakte Intervalle in R und f : I x J — R eine stetige Funktion. Die Funktion
F : I — R werde definiert durch

F(z) = sup{f(z,y) |y € J} .
Zeige, dass F' stetig ist.

Aufgabe H2 (Stetigkeit) (143 Punkte)
a) Wir betrachten die Funktion
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fiR2\ {0} - R, f(w,y)Zsm'

Ist die Funktion f stetig? Ist sie stetig auf R? fortsetzbar?
b) Essei f:R"™ — R™. Zeigen Sie, dass gilt

f ist stetig < f(A) C f(A) fiir beliebige Mengen A C R™.

Aufgabe H3 (Abstand von einer Menge) (242 Punkte)
Es sei A C R" nicht leer und abgeschlossen. Weiterhin sei K € R"™ kompakt. Fiir einen Punkt
x € K definieren wir seinen Abstand von der Menge A als

d(z,A) == inf{||lx —all2: a € A}.

a) Zeige, dass die Abbildung K — R, z — d(x, A), stetig ist.
b) A und K seien disjunkt. Zeigen Sie, dass A und K einen echt positiven Abstand haben, d.h.,

es gibt ein € > 0 mit

inf d(z,A) > e.
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