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Aufgabe G1 (Aquivalenz von Normen)

i) Betrachten Sie den Vektorraum R"™ mit der 1-Norm || - ||1, der Euklidschen Norm || - ||2 und

der Maximumnorm || - ||«. Zeigen Sie, dass fiir alle z € R"

[2lloo < llzflr < 72|00,
2llo0 < ll2ll2 < Vnllfloo

gilt und dass die vier auftretenden Konstanten optimal sind.
ii) Beschreiben Sie die offenen Einheitskugeln U;(0) = {x € R3 : |z|, < 1} des R3 fiir

p € {1, 2, oo}.
Losung:
i)
|zlloc = max |ox| < Y |zal = el <0 max |zi| = nllz]o
k=1,....,m k=1,...,n

geeey

k=1,...,n

|zlloc = max |og| = [( max |zx))2 < [ > Jawl? = |lafh < [n( max |ax))? = Valz]le
k=1,....,n k=1,...,n kel n k=1,....n

Fiir x = (1,0,...,0) gilt
[#]loo =1 = [[z]ly = [ll2-

Fir x = (1,1,...,1) gilt

Somit sind die Konstanten optimal.

ii) Fiir p =1 ist der Einheitsball das Innere eines Oktaeders mit den Ecken: (0,0,1), (0,0, —1),
(0,1,0), (0,—1,0), (1,0,0) und (—1,0,0).
Fiir p = 2 ist der Einheitsball das Innere einer Kugel mit Radius 1 um den Ursprung.
Der Einheitsball in Maximumsnorm ist das Innere eines n-dimensionaler Wiirfel mit Kan-
tenlinge 2 und den Ecken (1,1,1), (1,1,-1), (1,-1,1), (1,-1,1), (-=1,1,1), (—-1,1,-1),
(-1,—1,1) und (—1,-1,-1).
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Aufgabe G2 (Topologische Begriffe)
Das Innere A einer Menge A C R™ ist die Menge aller inneren Punkte von A.
Der Abschluss A von A (auch abgeschlossene Hiille) ist die Menge aller Grenzwerte von konver-
genten Folgen, deren Glieder in A liegen. Das heifit

A={zeR": = lim a;, a;€ A}.
k—oo

i) Zeige, dass
A= | o
OCA, O offen
gilt.
ii) Zeige, dass

A= N B

BDA, B abgeschlossen
gilt.
Losung:

i) Ist € A ein innerer Punkt, so existiert eine Umgebung U C A von z, daraus folgt, dass =

in U O liegt. Liegt z in U O, so existiert ein 0 C A welches offen ist und z
OCA, O offen OCA, O offen
enthélt, d.h. x ist ein innerer Punkt.

ii) Fiir z € A gibt es eine Folge (ax)ren die gegen z konvergiert. Angenommen fiir z € A
existiere eine abgeschlossene Menge B D A, welche x nicht enthalte. Alle aj liegen in A und
damit in B, d.h. z ist ein Haufungspunkt von B. Wir haben =z ¢ B angenommen, somit ist
B nicht abgeschlossen. Dies ist ein Widerspruch, somit gilt

AcC N B.

BDA, B abgeschlossen

Sei nun

T € ﬂ B

BDA, B abgeschlossen

wir unterscheiden zwei Fille. Wenn x in A liegt, so ist z € A. Sei ¢ A, angenommen es
existiere eine Umgebung U von zx, die kein Element von A enthalte — damit ist auch ausge-
schlossen, dass eine Folge in A gegen x konvergiert. Dann ist B = R\ U D A abgeschlossen
und z ¢ B, dies ist ein Widerspruch. Also enthalten alle Umgebungen von = Punkte aus A,
somit ist x € A.

Aufgabe G3 (Ein Beispiel)
Es sei
A=[0,1]x[0,1]\ [J {£} x[0,1-2].
neN+

1) Skizzieren Sie A.

ii) Geben sie alle Hiufungspunkte von A an.

)
)

iii) Geben Sie den Rand dA, das Innere A und die abgeschlossene Hiille A von A an.
)

iv) Ist A offen? Ist A abgeschlossen?

Losung:
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ii) Alle Punkte im Rechteck R = [0, 1] x [0, 1] sind Haufungspunkte von A.

Betrachte eine Umgebung U.(z), 0 < e < I wir unterscheiden 2 Fille. Falls 2 € R und
1 ¢ {3, %, %,...} dannist y = 2 + (0,5) (oder y = = — (0, 5)) in A enthalten. Andernfalls
gilt 1 = % fir ein n € N, dann liegt
1
y — (mm{;»ﬁ}’o)

rin A.

iii) Wir zeigen, dass

0A=M=10,1] x {0,13U{0,1} x [0,1]U J {5} x 0,1~ ]]
neNt

gilt:
Dass jede Umgebung von x € C' einen Punkt in A enthélt folgt aus i), da C' C R.
Betrachten wir erneut ein Umgebung U.(z), 0 < & < % Falls x; = % fiir ein n € N, so ist
y=x+(0,5) (oder y =z — (0, 5)) in R?\ A enthalten. Gilt z1 € {0,1} so ist y = z + (5,0)
(oder y = z — (§,0)) in R? \ A enthalten. Fiir zy € {0,1} ist analog y = = + (0,5) (oder
y =z —(0,5)) in R?\ A enthalten. Somit enthélt jede Umgebung von z einen Punkt aus
dem Komplement von A. Damit ist x Randpunkt.

Weiterhin gilt
A=D=R\0A=(0,1)x (0,1)\ [J{i} x(0,1-42].

neN+

1

Fiir einen beliebigen Punkt 2 aus D mit 21 € (=2~ prvss Ry

), setzte

e = min{|x; — ﬁh |z — nio|,:z2, |1 — x2]} es folgt Ue(z) C D.

Damit ist x ein innerer Punkt.

Falls 1 = %’ So setze

e = min{|xy|, |1 — z1], |1 — zal, |22 — (1 — 1710)|} es folgt U (z) C D.

Damit gilt D = A.

A D R folgt aus der Tatsache, dass alle Hiufungspunkte und alle inneren Punkte in A liegen.
Da R?\ R offen ist, findet sich fiir jeden Punkt 2 aus dem Komplement von R eine Umgebung,
die einen leeren Schnitt mit A hat. Somit kann keine Folge in A gegen = konvergieren.

iv) A ist nicht offen, da zum Beispiel der Punkt (1, 1) kein innerer Punkt ist, aber in A liegt.

A ist nicht abgeschlossen, da R?\ A nicht offen ist. Der Punkt (3, 3) zum Beispiel ist kein
innerer Punkt von R? \ A.

Hausiibung
Aufgabe H1 (Offen, abgeschlossen, kompakt) (14241 Punkte)
Skizzieren Sie die Mengen
A = {(z.y) € R?:max(|z], |y|) < 2},

B z,y) €R?:z>2, y <3} und
C = {(x,y) eR*: [a| + |yl > 1},

I
-
—
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und geben Sie jeweils (mit Begriindung) an, ob diese offen, abgeschlossen, beschrinkt bzw. kom-
pakt sind. Bestimmen Sie auflerdem jeweils die abgeschlossene Hiille der Menge.

Losung:
A B C
4] 4]
] .
............. - === e
-3 2 i K i 3 i 2 3
-3 L R ma ma et
] 100 1 3 4 5 6
4 *
4 -2
zu A:
e offen, denn fiir jedes (z,y) € A ist |z| < 2 und |y| < 2, also gibt es ein €¢; > 0 mit

|z| + €, < 2 und ein ¢, > 0 mit |y| + €, < 2. Fiir ¢ = min{e,, ¢,} liegt die e-Umgebung
um (z,y) also in A. Also ist jeder Punkt von A innerer Punkt, d.h. A ist offen.

nicht abgeschlossen, denn (2,0) ist ein Haufungspunkt von A (jede e-Umgebung von
(2,0) enthélt den Punkt (2 — §,0) € A) aber (2,0) ¢ A.

beschriinkt, da fiir alle (z,y) € A gilt

(@, y)ll = Va2 +y2 < V22 4+ 22 = VB,

nicht kompakt, da nicht abgeschlossen.
A= {(z.y) € R? : max(|al, |y)) < 2}.

zu B:
e nicht offen, denn (3,3) € B, aber (3,3) ist kein innerer Punkt von B, denn in jeder
e-Umgebung von (3, 3) liegt der Punkt (3,3 + §), der nicht zu B gehort.
e nicht abgeschlossen, denn (2, 0) ist Hiufungspunkt (Begriindung wie oben), aber (2,0) ¢
B.
e nicht beschrinkt, denn (3,n) € B Vn € N und
lim [|(3,n)] = lim v9+ n? = cc.
n—oo n—oo
e nicht kompakt, da nicht abgeschlossen.
e B={(r,y) eR%:2>2y <3}
zu C:
e nicht offen, denn (—1,0) € C, aber ist kein innerer Punkt.
e abgeschlossen, denn 9C = {(x,y) € R?: |z| + |y| =1} C C.
e nicht beschriinkt, denn (n,0) € C' Vn € N.
e nicht kompakt, da nicht beschrénkt.
e C=C.
Aufgabe H2 (Aquivalenz von Normen) (4 Punkte)
Beweisen Sie, dass zwei Normen || - || und [|| - ||| auf einem Vektorraum V' genau dann dquivalent

sind, wenn sie die gleichen offenen Mengen liefern.
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Loésung;:

Seien die offenen Mengen, die [|- || und |||-||| erzeugen, gleich. Sei By )| die Einheitskugel beziiglich
| - || und By . die Einheitskugel beziiglich [[[ - [||. Da By .| offen beziiglich || - || ist, ist sie auch
offen beziiglich ||| - |[|. Da 0 € By | gibt es ein p > 0, so dass

By =1Ly € V [ Wl < p} C By

Sei nun x € V beliebig. Dann gilt

T

P € pBL 1 C Bl: -
2[||2[]] -1 I
Also )
x
p <1 = [zf] < =[]l
” 2|\|96‘|||H p
Analog (indem man die Rollen von || - || und ||| - ||| vertauscht) zeigt man, dass es ein ¢ > 0 gibt

mit ||| < ¢f|z].

Also sind die beiden Normen &quivalent.

Seien nun die beiden Normen #quivalent und U eine offene Menge beziiglich || - ||. Wegen der
Aquivalenz kénnen wir |||z]|| > ¢||z|| fiir alle z € V annehmen.

Sei x € U. Dann existiert eine Kugel mit Radius € und Mittelpunkt z, BE,H.”(ac) C U. Dann gilt

Be () € B p(x) C U,

denn fiir y € Bz jj./(2) gilt [z —yl| < c[|z —y|[| < c£. Also ist U auch offen beziiglich ||| - [[|. Das
offene Mengen beziiglich ||| - ||| auch offen beziiglich || - || sind, zeigt man analog.
Aufgabe H3 (Topologie) (341 Punkte)

i) Zeigen Sie, dass fiir jede Teilmenge A C R" gilt:

a) A=AUBA, b) A=A\ 04, ¢) ANdA =0, d) AUSA = 4.

ii) Finden Sie ein Beispiel dafiir, dass im Allgemeinen Z = A nicht gilt.
Loésung;:

i) a) Ist x € A so konvergiert die konstante Folge, mit a;, = x fiir alle k, gegen = somit ist
x € A. Ist x ein Randpunkt, so gibt es ein jeder Umgebung von x einen Punkt aus A.
Wir wihlen fiir & € N einen der Punkte aus Uy (x) U A als aj, aus, die so definierte Folge

k

konvergiert gegen z, d.h. z € A. Somit A D AU JA.

Sei x € A\ A, d.h. ¢ A. Eine Folge (ax)reny in A konvergiert gegen z, d.h. x ist
ein Haufungspunkt von A. Jede Umgebung von x enthilt auch einen Punkt aus dem
Komplement von A — némlich z, d.h. z ist ein Randpunkt und A C AU 0A.

b) Folgt direkt aus den Definitionen. Ist = € jl, dann gibt es eine Umgebung um « die in A
liegt, d.h. x € A aber x ¢ 0A. Ist umgekehrt z € A\ JA, dann gibt es eine Umgebung
um x welche in A liegt und x damit ein innerer Punkt von A.

AnoA=bA\0ANOA=10

AUBA =" A\GAUOA = AUDA="=A

ii) Ein Beispiel ist U =]0, 1[U]1,2[. Dann gilt A = [0, 2] und A =|0, 2[# A.



