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»Analysis IT

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Ungerade und gerade Funktionen)
Man beweise:

i) Ist f : R — R eine 27m-periodische gerade Funktion, so hat die Fourier-Reihe von f die
Gestalt

[e.@]
F(x) = % + Zak cos kx.
k=1

ii) Ist f : R — R eine 27-periodische ungerade Funktion, so hat die Fourier-Reihe von f die
Gestalt

F(x) = Zbk sin kx.
k=1

iii) Jede Funktion f : R — R ldsst sich als Summe aus einer geraden und einer ungeraden
Funktion darstellen.
Loésung;:
i) Sei f gerade, also f(z) = f(—z). Dann gilt

s 0 i
b, = f(x) sin(z) dx = f(z) sin(zx) dx +/0 f(z) sin(zx) dx

- —T

0 ™
= [ st (=sinGel)do+ [ fa) sinGa) do = 0.

Somit bleiben bei geraden Funktionen nur eine Kosinus-Reihe.
ii) Sei f gerade, also f(x) = —f(—x). Dann gilt

™ 0 ™
ar = f(x) cos(x) dx = f(x) cos(x) dx +/0 f(z) cos(zx) dx

—Tr —Tr

0 T
= | (= #al) cos(fal) d + /0 #(z) cos() dz = 0.

—T

Somit bleiben bei ungeraden Funktionen nur eine Sinus-Reihe.
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iii) Es gilt

floy = T | T T
Setze u(x) = f(x)_Qf(_x) und g(z) = f(x)+2f(_x). Wir zeigen, dass u ungerade und g gerade
ist.
ey L@ D) | fen) = f@) | fen) = fa)
2 2 2

Aufgabe G2 (Treppenfunktion)
Sei f: R — R die 2r—periodische Funktion, die durch

definiert ist.

i) Skizzieren Sie die Funktion f im Intervall [—2m, 27].

ii) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe F(x) der Funktion f.
iii) Gegen welche Funktion konvergiert F'(z) punktweise?
Losung: (ii) = € [0, 27]

ii) Da f ungerade ist folgt a,, = 0 fiir alle n € N.

1
bn:;

_2 " i d
7r/0 f(x)sin (nx)dx
§7r
9 4

i f(x)sin (nx)dx

= ”ﬁr — 3 sin (nx)dx
4

1 K
= ~—cos (nzx)

INERES[OY

=1 (cos(?’T) —cos ("f))

F(z)= Z L (cos (22T) — cos (%)) sin (nz)
n=1

iii) Nach Satz 11.3 aus dem Skript konvergiert F'(z) punktweise gegen die 27-periodische Funk-
tion f, die auf [—m, 7] durch

(—} we(iin
booe%—im
fle)=3=4 weifin)
i xe{—%,—%ﬂ}
0 sonst

gegeben ist.
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Aufgabe G3 (Dirichlet-Kern)
Zeigen Sie, dass fiir den Dirichlet-Kern D,, gilt

T 4
/ |Dp(z)|de > —Inn, neN.
. 7r

T | sinu|
u

Hinweis: Schitzen Sie [" |Dy(z)| dz durch das Integral [’
Sie dieses in n Integrationsbereiche der Linge 7 auf.

du nach unten ab und spalten

Losung:

o

JCICITEE Y e 1/de
0 Sin 555

r . | sin(%:c)|

Ly . NS ST

N (11)/“‘*2) | "(Sm(luﬂ = (1+1>/( N ’SIH(U)|j(n+%) du
T™nTy 1n m(n+5

27 /0 > 2(n+%)u 2770

(n+3)m | sin(u)| " sin(u)]
> [Tl s 2 [T,
0 0

-7 U U

n—1 Tl .
. /“f“) sinw)

k=0 9 k=1

Nach dem Beweis des Vergleichkriteriums gilt

n 1 n+1
Z z > / 1de =In(n+1) —In(1) = In(n + 1) > In(n).
k=1 !
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Hausiibung

Aufgabe G4 (Reelle Fourier-Reihe)
Die Funktion f sei 2m—periodisch mit

f(z)=2% z¢€l-mmn]

i) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f.
ii) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourier-Reihe punktweise? Ist die Konvergenz auf
[—7, 7] gleichm&Big?

iii) Zeigen Sie mittels gliedweiser Integration:
w/2
/ f(x)de =7°/6 —4(1 —1/3% +1/5° — ...).
0

Loésung;:
i) Die Funktion f ist auf (—m, ) gerade, f(z) = f(—=z), also gilt b; = 0 fiir j € N.

ao = (1/m) [T f(x)dx = (2/3)7
Fiir j > 0 gilt

w = m) [ 5@ cos(ja) s

= (1/n) /7r 2% cos(jz) d

-7
s

= [1x281n(ja:)]7r —2/(j7r)/ﬂxsin(jx)da:

= 2/(jm) [x<—1/j>cos<jx>|m + [ /i) costio) o

—T

= —2/(jm) [r(=1/5)(=1)) + 7 (=1/5)(~1)7] + 0
= (2/5) [(1/5)(=1) + (1/§)(-1)’]
= (-1)4/4?

F(z) —712/34-42 Y /3% cos(jz)

ii) Nach Satz 11.3 konvergiert die Fourier-Reihe punktweise gegen f. Sie konvergiert auch
gleichméfig, da sie fast iiberall f stetig differenzierbar ist, da dies nicht im Skript steht,

ist es angeraten das Majorantenkriterium zu verwenden mit der Reihe ( 7z ) kEN"
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iii)
w/2 /2
/0 f(z)dz = /0 F(z)dx
= w [ rarraS i [ sty d
= ) [ e Z(—)/J/O cos(jz) e
- 3/6+4Z 1) /52 sin(j) /41
_ 3/6+4Z 2; 1/ 1)3 (_1)j+1

= 3/6—1—42 /(25 —1)°

Aufgabe G5 (Einfluss der Differenzierbarkeit von f)
i) Sei f eine k-mal stetig differenzierbare, 2m-periodische Funktion und

o

F(x) = Z cne™®, z € R,

n=—oo

die zugehérige Fourier-Reihe in komplexer Schreibweise. Zeigen Sie, dass ¢, = o(|n|™*) gilt,
das heifit, dass c,|n|* — 0 fiir |n| — oo gilt.

ii) Sei f stetig und

o
E cne'™, r € R,

n=—oo

die zugehorige Fourier-Reihe in komplexer Schreibweise, wobei ¢y = 0 gelten soll. Sei

_ /Oxf(t)dt

Zeigen Sie, dass g 2w-periodisch ist, und berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten g,, von g.
Losung:

i) Es seien d,, die Koeffizienten den Fourier-Reihe von f’, dann gilt

dy = 5= f(z)e™ ™ dy

— % (x 71n:p‘ﬂ' + / 7zn:pf
—T
(partielle Integration: u = e~ "%, v/ = f'(z))
Sincen  (f(m) = f(—m), e T = ¢m).
Folglich sind die Koeffizienten e,, der Fourier-Reihe der k-ten Ableitung von f.
en = (in)* - ¢,

Umgekehrt gilt ¢, = W@n. Da f*) auf [—, 7] integrierbar ist gilt nach dem Lemma von

Riemann-Lebesgues e, — 0 fiir |n| — oo und somit ¢, [n|¥ — 0.
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ii) Da f 2m-periodisch ist gilt
x+2m x
wx+%o=A f@ﬂh=AQNWR=gw»

s
Y

= % /” (/z f(t)dt)e_mmdx
[ swa) s -k [ e
(partielle Integration: u = /0z f(t)dt, o = e*inx)
=—t-en (g(m) =g(-m)).
go=Jo" g()dt = =3 [J7 f(w) xda

Aufgabe G6 (komplexe Fourier-Reihe)
i) Wie héngen die Koeffizienten der Fourier-Reihe von

g9(x) = flz —7)

von denen der Fourier-Reihe von f ab?

ii) Wie héngen die Koeffizienten der Fourier-Reihe von

h(z):= f(lx), €N
von denen der Fourier-Reihe von f ab?

Losung:

i)
Jn = ;ﬁ/ g(x)e M dx
= ;ﬂ/ flz —1)e ™ dx

(substituiere t =z — 1)
- 21“/ f(#)e ™My

_ e—im’i f( ) —in t+7)dt
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ii)

Analysis IT

2w

s 2m
217r/ h(z)e ™ dr = - ; h(z)e " dx

2m
= % / f(lx)e "™ dx  (Verschiebung des Integrationaintervals)
0

127
1 _.»
2171'/0 f(y)je_zﬂldy (Substitution)
=1 o(m+1)r 1 .
£ [ sgeay
m=0 * 2mm
-1

n 1 —i 2 m
— X [ ety

m=0

o -1
1 in R
- 217r/ f(y)je_ZTydy Z e '12™  (gemetrische Reihe)
0 m=0
1 e—i?2l7r

Wenn n kein Vielfaches von [ ist, ist der Nenner von 0 verschieden und der Zéahler 0. Ist n

N A~ A
ein Vielfaches von [ so gilt Zln;i() e 'T%™ — [ und damit h, = f,. Die Fourier-Reihe ist

Fh(.%'): Z iLnlefmlx.

n=—oo



