Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. R. Farwig

TECHNISCHE

Ch. Komo UNlVERSlTAT
J. Prasiswa

R Schulz DARMSTADT

SS 2009

20.04.2009

1. Ubungsblatt zur
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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Partialbruchzerlegung)
Bestimmen Sie folgendes Integral mittels einer Partialbruchzerlegung

1
/ dx.
x+ x2

Lésung: Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung des Integranden von [ ﬁ dx lautet

1 A A

r(r+1) =z T

Koeffizientenvergleich fithrt zu dem linearen Gleichungssystem

Ai+A = 0
A =

Die Losung dieses LGS ist A1 =1, Ay = —1. Also:

1 1 1
/dx:/da:—/ de =In|z| —In|z+ 1| +c
z(zx+1) x x+1

Aufgabe G2 (Unendliche Integrale)
a) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche zwischen der Kurve

22
y=|zle” 7, zeR,

und ihrer Asymptote.
b) Zeigen Sie, dass

gilt.
Hinweis: T'(z) = [;°t* et dt
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¢) Untersuchen Sie, ob das folgende uneigentliche Integral existiert, und berechnen Sie gegebe-
nenfalls dessen Wert unter Verwendung der Substitutionsregel.

/2
/0 cos(z)/+/sin(z) dx.

Loésung:
a) Es gilt

2
lim |zle™2 =0.
r—+00

Daher besitzt die Kurve die horizontale Asymptote y = 0 und der Flicheninhalt der Fléiche
zwischen der Kurve und der Asymptote ist gleich

o0 z2 0 z2 o0 z2
/ |x|le” 2 de = / —ze 2 dr+ / xe 2 dx
—00 —00 0

0 b

= lim —xe” 2 dx + lim ze” 2 dx
a——o0 J, b—oo Jo
= lim [62} + lim |:—62:|
a— —00 a b—o0 0
= 2.
b) Es gilt
o0 2 a 2
I::/ e ¥ dr = lim e " dx.
0 a—0o0 0
Wir substituieren ¢ = 22 und erhalten
a? b
1 1 1 1
I = lim Zt W2t qt == lim [ tY* e tat==T(=).
a—oo J 2 b—o0 0 2 2

c) Wir verwenden die Substitution t = sin(x) mit dt/dz = cos(z) und erhalten

/2 sinm/2

cos(z) o s ) o ) | )
/ Ve de = Tlim 1/Vtdt= Jim 2V —gina = ali)ré1+[2 2/sin(a)] = 2.

sina

Aufgabe G3 (Majorantenkriterium)
a) Zeigen Sie die Existenz des uneigentlichen Integrals

/ sin(x) di.
0 X

b) Bestimmen Sie alle o, 8 € R, fiir die das folgende uneigentliche Integral konvergiert

> (log x)”
da.
i

Losung:
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a)

Zuerst spaltet man das Integral in zwei Anteile. Da lim % =1 ist, existiert das Integral

r—0

1
/ sin(z) de
0 X

Fiir das uneigentliche Integral iiber das Intervall [1, 0o] erhélt man durch partielle Integration

/lb sinagm) i [_cosf)]’l’_ /1b coig:z:) .

Fiir b — oo geht der erste Term gegen cos(1) und der zweite konvergiert nach dem Majoran-
tenkriterium, denn

cos(x)
2

< 1
x - x?’

Ubrigens: Obwohl die Sinc-Funktion keine angebbare Stammfunktion besitzt, 148t sich der
o s
Wert des uneigentlichen Integrals bestimmen. / M dx = g
0 i

Fiir B > e ergibt die Substitution ¢ = log z

B « log B
L)g z) der = tre(1=Pt gy, (1)
e ‘Tﬂ 1

Sei nun 8 > 1, dann gilt lim;_,o t*t2e(1=0F = 0, also existiert eine Konstante M, so dass fiir
t>1

1o e(1=P)t < %

gilt. Da floo t%dt existiert, gilt dies nach dem Majorantenkriterium auch fiir das zu untersu-
chende Integral fiir alle a € R.

Als néchstes untersuchen wir 8 = 1 die rechte Seite von (??) existiert genau dann wenn
a < —1.

Fiir denn Fall 3 < 1 bemerken wir, dass lim;_,s t*ed ! = oo fiir alle & € R. Also existiert
das untersuche Integral in diesem Falle nicht.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Partialbruchzerlegung)
Bestimmen Sie das folgende Integral mittels einer Partialbruchzerlegung.

/ 522 — Tz + 20
z.
x3 — 322 4+ 122 — 10

Loésung: Es gilt

23— 32% + 122 — 10 = (x — 1)(2? — 2z + 10),

somit hat das Nennerpolynom die reele Nullstelle 1 und die konjugierten komplexen Nullstellen
1 &+ 3¢. Die Partialbruchzerlegung

522 — Tz + 20 B A n Bx+C
23 =322+ 120 —10 x—1 22—-22+10
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fithrt zum Koeffizientenvergleich

A+B = 5,
—2A-B+C = -T,
10A-C = 20.

Wir erhalten die Koeffizienten A =2, B=3, C = 0.

Fiir das zu berechnende Integral gilt also

522 — Tz + 20 1 €T
I = do =2 do+3 [ — 5 4.
/?ﬁ—mﬂ+ux—m v /x+11%_/x1—%+10x

11 12

Es gilt Iy = In|z — 1| + Cy. Den Nenner des zweiten Integrals formen wir zundchst um. Es gilt

2 r—1)\2
r—2xr+10=9 3 +1].
z—1

Substituition mit u = 5= ergibt

3u+1 1 f3u+1 U 1 1
L= 22" 3qu=- du = du+ > du.
2 /mw+n “ &/w+1“ /M+1“+3/M+1”

Damit gilt

1 1
I, = §ln(u2 +1)+ 3 arctanu + C

und nach der Riicksubstitution

1 222410 1 1
1225111 <$ ;+ )—|—3arctan3(x—l)—|—C’2.
Daraus folgt
22 — 2z 410

3
I =21 -1+ =1
n|x |+2n< 9

1
) + arctan g(x -1 +C.

Aufgabe H2 (Uneigentliches Integral)
(a) Beweisen Sie, dass das folgende Integral existiert, und berechnen Sie seinen Wert.

/°° log x
dx.
0 1+$2

Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir y > 1 die Gleichung fly/y i‘ffz dx = 0 gilt.

(b) Versuchen Sie, mittels einer Reihe das Integral

00 12
S~ T
dx
0 X

abzuschéitzen.

Loésung:
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(a) Zuerst beweisen wir die Existenz des Integrals. Da lim, o4 /zlogaz = 0 ist, gibt es eine

Konstante M7 > 0 so dass
| log z|

1
< —=
1+22 = V&

fiir alle z € (0, 1]. Dariiberhinaus gibt es eine Konstante Ms > 0, so dass

log x < M2ﬁ< Mo
1+a2 = 1422 = 23/2

fir z € [1,00) gilt da lim, .. k\)‘/gf” = 0 ist. Die Konvergenz der uneigentlichen Integrale

J. ! %dw und fl e /2 dx impliziert die Existenz des Integrals

0
oo
1
/ o8 dx.
0 1+:U2

Um es zu berechnen wéihlen wir y > 1 und substituieren z = % Wir bekommen
vl Vv _logt v logt
[l st st
iy lte y (14 3)t? 1y L+t

Y logx
/ T4 a2 dr = 0.
1/y

Das Integral [;° log2 7. existiert, daraus folgt

1422
Rl v
/ oeT dz = lim o8 dr =
0 1+

Also gilt

d

(b) Auf dem Intervall [Z, 3Z] ist sin? z > 3. AuBerdem ist sin? z > 0 und 7-periodisch. Daher ist
die Funktion

€ [Z +km, 2F + k] (fiir ein k € Z)
sonst

[enR NI

f:R—>R::L‘I—>{

eine Minorante von sin? (d.h. sin?z > f (z)). Da % monoton fallend ist, ist

1,1 s 3m TP
f:R—>R:.I"—>{S S or x €[5+ kn, °F + kx| (fiir ein k € Z)

sonst
eine Minorante von % Daher folgt
00 in2 a (32 a
/ WP = lim T g > lim f(z)dx
0 T a—00 a—oo J
3*” 1 "1 1 o«
”Hooz/ﬂm 3l+k‘7r nﬂookZOQ %T“+k7r 2
. 1 1
- Y Y i

k=0

Folglich divergiert das Integral [ s o
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Aufgabe H3 ( Vergleichskriterium fiir Reihen)
a) Es soll eine Verallgemeinerung des Satzes 10.17 aus dem Skript bewiesen werden:
Sei f : [1,00) — R4 eine monoton fallende Funktion. Dann existiert folgender Grenzwert,

und es gilt
n n+1
0< lim (Zf(k)— / f(x)da:) < (1),
k=1 1

b) Man zeige, dass die Folge
1 1
1+4=-4+...+—-1
to et og(n)
konvergiert.

Loésung:
a) Zunichst folgt aus f(k) > f(xz) > f(k + 1) fiir alle x € [k, k + 1]
k+1
W= [ fade= fk ).
k

Wir zeigen nun durch vollstdndige Induktion, dass die Folge

n n+1
ap == Zf(k) /1 f(x)dx
k=1

monoton wichst und dass 0 < a, < f(1) — f(n + 1) ist. Damit wire die Behauptung schon
bewiesen, denn monotone beschriankte Folgen konvergieren bekanntlich! Fiir n = 1 haben wir

2 3
0<a=s0) - [ f@de < a- (1) [ fae) <o < 50) - )

Nun zum Induktionsschritt n — n + 1:

0<an= éf(k‘) -/ " @i = anr - (f<n w1 [

n+2
< ant1 = an + f(n+1) —/ f(@)de < f(1) = f(n+ 1) + f(n+1) = f(n +2)

n+1
=f(1) = fln+2).

b) Setzen wir f(x) := %, so erfiillt diese Funktion f die Voraussetzungen aus dem Aufgabenteil

i). Also existiert der Grenzwert

lim if(k:)—/nﬂf(a;)dx = lim <1+1+ —i—l—lo (n+1)>
{2 1 = lim 5 et g .

AuBerdem gilt lim, . (log(n + 1) —log(n)) = lim, . log (1) = log(1) = 0. Nach den
Grenzwertsitzen existiert also auch der Grenzwert der zu untersuchenden Folge, und es gilt

n+2

f(x)dx)

+1

. 1 1
Chuler := nh_)rgo (1 + 5 + ..+ o log(n)>

1 1
= lim (1 +-+...+— —log(n+ 1)> + lim (log(n + 1) —log(n))
2 n n—oo

n—oo

n—oo

1 1
= lim <1++...+—log(n+1)>.
2 n

Nebenbei: Die Existenz dieses Grenzwertes Cryer = 0,5772156649... wurde von Euler ent-
deckt und besagt, dass die Partialsummen der harmonischen Reihe etwa wie log(n) wachsen.
Der Grenzwert heifit Euler-Konstante. Es ist unbekannt, ob er rational ist oder nicht.



