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Analysis I und 1II

In diesem Semester werden wir die elementare Analysis bis hin zur Differential-
und Integralrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen kennenlernen. Im Mit-
telpunkt werden die Begriffe

Abbildung - Konvergenz — Stetigkeit — Differenzierbarkeit

stehen. Dabei werden Sie oft Dingen begegnen, die Sie aus der Schule kennen.
Wir wollen uns hier bemiihen, ein moglichst iibersichtliches, einheitliches und
allgemeines Konzept der Analysis zu finden.

Es gibt eine Vielzahl ausgezeichneter Lehrbiicher zur Analysis. Ich werde mich
im wesentlichen auf

e Barner/Flohr:  Analysis I,

e Forster:  Analysis I,

e Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 1
stiitzen. Auch einen Blick in

e Fichtenholz:  Differential- und Integralrechnung I
(sehr klassisch, sehr viele Beispiele)

e Dieudonné:  Grundziige der modernen Analysis I
(sehr modern und abstrakt)

kann ich ihnen empfehlen.

1 Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen bilden das Fundament der Analysis. Es ist naheliegend, die
reellen Zahlen iiber ihre Dezimalbruchdarstellung einzufiihren, etwa

m=3.14159 ... .

Dieses Vorgehen fiihrt jedoch rasch auf Probleme, deren Behandlung (insbeson-
dere zu Beginn des Studiums) recht schwierig ist. Wir beschrinken uns daher
darauf, ein System von Axiomen zusammenzustellen, die von der Menge der re-
ellen Zahlen erfiillt werden und auf die in allen Beweisen zuriickgegriffen wird.
Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R.



1.1 Die Korperaxiome
1.1.1 Die Axiome der Addition

Jedem geordneten Paar (a,b) reeller Zahlen ist eine eindeutig bestimmte Zahl ¢
zugeordnet. Diese Zuordnung heifit Addition, und die Zahl ¢ heifit Summe von a
und b und wird mit a + b bezeichnet. Dabei sind folgende Axiome erfiillt:

(Al) Fir alle a,b,c e Rgilt:  a+(b+c¢) = (a+b)+c¢ (Assoziativitét).
(A2) Fiir alle a,b e Rgilt: a+b=0b+a (Kommutativitit).
(A3) Es gibt eine Zahl 0 € R so, dass a+0=a fiir alle a€R.
(A4)

A4) Fiir jedes a € R gibt es ein € R so, dass a + x = 0.

Lemma 1.1 (a) Es gibt genau eine Zahl 0 € R, die (A3) erfillt.
(b) Zu jedem a € R gibt es genau ein x € R, so dass (A4) gilt.

Beweis (a) Seien 01,05 Zahlen, die (A3) erfiillen. Dann ist

04 (43) 01 + 02 (42) 0 + 04 ey 0z, also 0 =0,.

(b) Sei a € R, und seien z1,x2 € R Zahlen, so dass jeweils gilt a + z; = 0 und
a+ x5 = 0. Dann ist

A3 A A2
T (43 r1+0=ux1+ (a+ z2) (4D (x1 4+ a) + x2 (42 (a+ x1) + x2
= O+$2 (A:2) 1‘2—1-0(12)) o,
d.h. es ist z1 = z9. [

Die eindeutig bestimmte Zahl 0 aus (A3) heiit Null. Die zu jedem a € R existie-
rende und eindeutig bestimmte Zahl x aus (A4) heifit zu a entgegengesetzt und
wird mit —a bezeichnet.

Satz 1.2 Seien a,b € R. Dann gibt es genau ein x € R mit a +x = b.

Beweis Wir miissen zeigen, dass eine solche Zahl x existiert und dass sie ein-
deutig bestimmt ist.

Existenz: Die Existenz einer Zahl mit bestimmten Eigenschaften kann man zei-
gen, indem man eine solche Zahl angibt. In unserem Fall ist dies einfach. Fiir
x := (—a) + b ist ndmlich

a+x:a+<(—a)+b> @ (a—l—(—a))—l—b(&)()%—b(A:Q)b—FO:b.



Findeutigkeit: Sei x eine Zahl, fiir die a + x = b ist. Dann ist
r=0+4+2= ((—a)—l—a) + 2= (—a)+ (a+2) = (—a)+Db,

d.h. x ist notwendigerweise gleich (—a) + b. ]

An Stelle von (—a) + b oder b+ (—a) schreiben wir auch b — a.

Eine Menge, auf der eine Operation + erklirt ist, welche den Axiomen (A1)
— (A4) geniigt, heiit kommutative Gruppe. Lemma 1.1 und Satz 1.2 gelten in
beliebigen kommutativen Gruppen.

1.1.2 Die Axiome der Multiplikation

Jedem geordneten Paar (a,b) reeller Zahlen ist eine eindeutig bestimmte Zahl
¢ zugeordnet. Diese Zuordnung heifit Multiplikation, und die Zahl ¢ heifit das
Produkt von a und b und wird mit ab bezeichnet. Dabei gelten folgende Axiome:

M1) Fiir alle a,b,c € R gilt:  a(bc) = (ab)e  (Assoziativitét).

(
(M2) Fiir alle a,b € R gilt:  ab=0ba (Kommutativitét).
(M3) Es gibt eine Zahl 1 € R so, dass a - 1 = a fiir alle a € R.
(M4)

M4) Fiir alle a € R mit a # 0 gibt es ein x € R so, dass ax = 1.

Lemma 1.3 (a) Es gibt genau eine Zahl 1 € R, die (M3) erfiillt.
(b) Fir jedes a € R, a # 0, gibt es genau x € R so, dass (M4) gilt.

Die eindeutig bestimmte Zahl 1 aus (M3) heifit Fins. Die zu jeder reellen Zahl
a # 0 existierende und eindeutig bestimmte Zahl x aus (M4) heiit zu a invers
oder reziprok und wird mit 1/a oder a~! bezeichnet.

Satz 1.4 Seien a,b € R und a # 0. Dann gibt es genau ein x € R mit ax = b.

Die Beweise von Lemma 1.3 und Satz 1.4 verlaufen wie die von Lemma 1.1 und
Satz 1.2. Die Zahl x aus Satz 1.4 ist gleich (1/a) - b bzw. a~'b. Wir schreiben
dafiir auch b/a.

Die Menge der reellen Zahlen ungleich 0 bildet also beziiglich der Multiplikation
eine kommutative Gruppe. Wir bendttigen noch zwei Axiome, welche Addition
und Multiplikation miteinander verkniipfen:

(K1) Esist 0 # 1.
(K2) Fiir alle a,b,c € Rist: (a4 b)c =ac+be (Distributivitét).

Dabei halten wir uns an die Vereinbarung “Punktrechnen geht vor Strichrech-
nen”, ac + be bedeutet also (ac) + (be).



Lemma 1.5 (a) Fir allea € R ista-0=0.
(b) Wenn ab =0, dann ist a =0 oder b = 0.

(Zum mathematischen Sprachgebrauch: das “oder” ist nicht ausschlieBend. Wir
konnten auch sagen: wenigstens eine der Zahlen a, b ist gleich 0.)

Beweis von Lemma 1.5 (a) Fiir alle a € R ist

a0 a0+0) " a.04a-0.

Hieraus folgt mit Satz 1.2, dass a -0 = 0.
(b) Sei a # 0. Dann ist notwendigerweise

b=1-b=(ata)b=a"'(ab)=a'-0=0. n
Eine Menge mit zwei Operationen + und -, die die Axiome (A1) — (A4), (M1) —
(M4) sowie (K1) und (K?2) erfiillen, heifit ein Korper.

1.2 Die Anordnungsaxiome

Auf R ist eine Relation < erklért, d.h. fiir beliebige a,b € R ist die Aussage a < b
wahr oder falsch. Folgende Axiome verlangen wir:

(O1) Fiir beliebige a,b € R gilt genau eine der folgenden Aussagen:

a<b, a=0b, b<a (Trichotomie).

(02) Firallea,b,c € Rgilt: Wenn a < bund b < ¢, dann ist a < ¢ (Transitivitit).

(O3) Fir alle a,b,c € R gilt: Wenn a < b, dann a + ¢ < b+ ¢ (Monotonie bzgl.
der Addition).

(O4) Fir alle a,b,c € R gilt: Wenn a < b und 0 < ¢, dann ac < be (Monotonie
bzgl. der Multiplikation).

Aus der Relation < leiten wir einige weitere Relationen ab. So schreiben wir

a<b, wenn a<b oder a=5b.
a>b, wenn b<a,

a>b, wenn a>b oder a=0b.
Auflerdem fiithren wir folgende Bezeichnungen ein:

a € R heiflt positiv, wenn a > 0.
negativ, wenn a < 0.

nicht-negativ, wenn a > 0.

4



SchlieBlich fithren wir fiir bestimmte Teilmengen von R Bezeichnungen ein:
Fiir a < b sei

[a,b] = {x€R:a<z<b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b] = {x€R:a <z <b} halboffenes Intervall,
[a,b) = {x€R:a<z<b} halboffenes Intervall,
(a,b) = {xeR:a<xz<b} offenes Intervall.

1.2.1 Das Rechnen mit Ungleichungen

Satz 1.6 (a) Ausa < b und ¢ < d folgt a+ ¢ < b+ d (Addition von Ungleichun-

gen).
(b) Aus 0 < a < b und 0 < ¢ < d folgt ac < bd (Multiplikation von Ungleichun-

gen,).

Beweis Wir iiberlegen uns nur Aussage (a). Aussage (b) zeigt man genauso. Aus
(03) folgt a+ ¢ < b+ ¢ sowie b+ ¢ < b+ d. Mit (02) folgt a + ¢ < b+ d. n

Satz 1.7 Aus a < b und ¢ < 0 folgt ac > bc (Multiplikation mit einer negativen
Zahl.)

Beweis Aus ¢ < 0 folgt durch Addition von —c¢, dass 0 < —c. Aus a < b und
0 < —c folgt mit Axiom (O4) a(—c) < b(—c). Nun ist aber
ac+ a(—c) = a(c—i— (—c)) =a-0=0,

d.h. es ist a(—c) = —ac und analog b(—c) = —bc. Wir erhalten also —ac < —bc,
und nach Addition von ac + be auf beiden Seiten folgt be < ac.

Folgerung 1.8 Fiir a # 0 ist a*> > 0.

Fiir a > 0 folgt dies aus Axiom (O4) und Lemma 1.5 (b). Ist a < 0, so wenden
wir diese Begriindung auf 0 < —a an und beachten, dass (—a)? = a®. [

Folgerung 1.9 0 < 1.

Dies ergibt sich sofort aus (K1) und Folgerung 1.8.

1.2.2 Der Betrag einer reellen Zahl

Den Betrag |a| der reellen Zahl a erklaren wir durch

a, wenn a >0
la| :=

—a, wenn a < 0.

Dann gilt fiir alle a € R, dass a < |a| sowie —a < |a].
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Satz 1.10 (a) Fiir a € R ist |a| > 0, und es ist genau dann |a| = 0, wenn a = 0.
(b) Fiir alle a,b € R ist |ab| = |a| - |b].
(¢) Fiir alle a,b € R ist |a+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung).

Beweis Aussage (a) folgt sofort aus der Definition des Betrages.
(b) Wir unterscheiden die 4 Félle

a>0und b>0, a>0undb<0, a<O0undb>0, a<O0undb<DO.

Wir wollen uns die Aussage am Beispiel von Fall 4 {iberlegen. Wegen a < 0 und
b <0ist 0 < —aund 0 < —b und daher wegen (04) 0 < (—a)(—b). Nun ist
(—a)(—b) = ab (/" Ubung), d.h. es ist 0 < ab. Also ist in diesem Fall

jab| = ab = (~a)(~b) = |a 4.
Die iibrigen Fille behandelt man entsprechend.
(c) Falls a4 b > 0, so ist
(03) (03)
la+bl=a+b < |af+b < |af + |b].
Ist dagegen 0 > a + b, so ist —a — b > 0 und daher
la+b=|—(a+b)|=|—a—0b=—a—0.
Weiter ist —a < | —a| = |a|, —b < |—b| = |b| und somit
la+0b] = —a—0b<la| +b|. =
Folgerung 1.11 Fiir alle a,b € R ist | |a| — [b] | < |a — b].
Beweis Nach Satz 1.10 (¢) ist |a| = |a — b+ b] < |a — b| + |b], d.h.
lal = [b] <fa —b].

Analog erhélt man |b| — |a| < |a — b|. Dann ist aber auch

[lal = 18] | < Ja — . o

1.3 Das Vollstédndigkeitsaxiom

Die bisher eingefithrten Axiome charakterisieren R noch nicht ausreichend. Sie
werden z.B. auch von der Menge QQ der rationalen Zahlen erfiillt. Die Menge der
rationalen Zahlen ist aber in dem Sinn unvollstdndig, dass es Punkte auf der
Zahlengeraden gibt, denen keine rationale Zahl entspricht. Wir benotigen daher
ein weiteres Axiom, welches die Vollstandigkeit von R garantiert (und R von Q
unterscheidet).



1.3.1 Das babylonische Wurzelziehen

Den folgenden Algorithmus zur ndherungsweisen Bestimmung der Quadratwurzel
aus einer Zahl z > 1 findet man auf einer altbabylonischen Gesetzestafel (um 1950
v.u.Z). Als Startwert fiir den Algorithmus wéhlt man

wp 1= . (1.1)

Ausgehend von wy werden neue Werte nach der Vorschrift

1
Wp+1 = 5 (wn%—i), n:O,l,Q,... (12)

schrittweise berechnet. Wir werden spater beweisen, dass sich die Zahlen w,, mit
wachsendem n der Wurzel /2 immer weiter annihern. Zunichst begniigen wir
uns damit, zwei einfache Eigenschaften der Zahlen w,, nachzuweisen.

Lemma 1.12 Fir die durch (1.1) und (1.2) definierten Zahlen w,, gilt:
(a) w2 >z fiir alle n.
(b) wy > wpyq > 0 fiir alle n.

Beweis Zur Vorbereitung des Beweises zeigen wir zunéchst, dass fiir beliebige
Zahlen a,b € R die Ungleichung

ab < i (a+b)? (1.3)

gilt. Diese Ungleichung ist dquivalent zu den Ungleichungen

4ab < (a+0b)* bzw. 4dab<a*+2ab+b* bzw. 0<a®—2ab+b?
bzw. 0 < (a—b)%

Diese letzte Ungleichung ist wahr nach Folgerung 1.8. Damit ist (1.3) gezeigt.
Setzen wir nun in (1.3) a = w,, sowie b = x/w,,, so erhalten wir

1 x
T < 1 (wn + —>2 = Wy
Damit ist Aussage (a) wenigstens fiir alle n > 1 gezeigt. Der Fall n = 0, d.h.
die Ungleichung 2? > z, ist Hausaufgabe. Hieraus erhalten wir auch leicht die
Behauptung (b): Zunéchst sind nach Definition alle w,, positiv, und es gilt:
x x

xﬁwz = — <w, = w,+— < 2w,
Wn, W,

—_

- = <wn+i> < wp,
2 W,

und dies zeigt, dass w,1 < w, fiir alle n € N. ]
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Die Zahlen w,, werden also mit wachsendem n hochstens kleiner und verlassen
den Bereich der positiven Zahlen nicht:

; HHHH— ' % R

T
0 ...w3wy wy Wo=2x

Die Anschauung lasst uns vermuten, dass sich die w,, der gréfiten Zahl néhern,
die kleiner oder gleich allen w, ist. Doch GIBT es eine solche Zahl {iberhaupt?
Im Bereich der rationalen Zahlen werden wir eine solche Zahl im allgemeinen
NICHT finden. Diese Zahl ist ndmlich (wie wir spéter sehen werden) gleich /z.
Wie wir bereits wissen, ist aber z.B. fiir x = 2 die Zahl y/z nicht rational. Wir
bendtigen also ein Axiom, welches uns die Ezistenz der gesuchten Zahl sichert.

1.3.2 Minimum und Maximum, Infinum und Supremum

Sei M eine Teilmenge der reellen Zahlen und s € R. Die Zahl s heifit obere (bzw.
untere) Schranke fiir M, wenn m < s (bzw. s < m) fiir alle m aus M. Die
Menge M heifit nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, wenn es eine obere
(bzw. untere) Schranke fiir M gibt. M heif3t beschrdnkt, wenn M nach oben und
nach unten beschréankt ist.

Die Zahl s heifit Mazimum (bzw. Minimum) von M, wenn sie obere (bzw. untere)
Schranke fiir M ist und wenn sie zu M gehort. SchlieBlich heifit s Supremum (bzw.
Infimum) von M, wenn s obere (bzw. untere) Schranke fiir M ist und es keine
kleinere obere (bzw. grofiere untere) Schranke fiir M gibt.

Maximum, Minimum, Supremum und Infimum einer Menge M sind eindeutig
bestimmt (sofern solche Zahlen tiberhaupt existieren). Wir bezeichnen sie mit
max M, min M, sup M und inf M. Wenn das Maximum (Minimum) einer Menge
existiert, so ist es zugleich das Supremum (Infimum) dieser Menge.

Beispiel Obere Schranken fiir das Intervall (0, 1] sind z.B. 1,2, 7. Die Zahl 1 ist
sowohl das Maximum als auch das Supremum dieser Menge. Die Zahl 0 ist das
Infimum von (0, 1]. Ein Minimum besitzt diese Menge nicht. n

Der folgende Satz dient héufig zum Nachweis, dass eine bestimmte Zahl das
Infimum einer gegebenen Menge ist. Ein analoger Satz gilt fiir das Supremum.
Versuchen Sie selbst, diesen analogen Satz zu formulieren und zu beweisen.

Satz 1.13 Sei M eine Teilmenge von R und s € R. Die Zahl s ist genau dann
das Infimum von M, wenn s eine untere Schranke fir M ist, und wenn fir jedes
>0 einme M existiert mit m < s+ €.

1 1
T T
S m S4+¢€



Beweis Es handelt sich um eine “genau dann, wenn” Aussage. Wir miissen also
zwei Implikationen beweisen.

Sei zunéchst s das Infimum von M. Dann ist s nach Definition eine untere Schran-
ke fiir M. Die zweite Aussage zeigen wir indirekt. Angenommen, es gibt ein gy > 0,
fiir das man kein m € M mit m < s+¢¢ finden kann. Dann ist offenbar m > s+¢g
fiir alle m € M, d.h. s+ ¢ ist ebenfalls eine untere Schranke fiir M. Diese untere
Schranke ist aber grofler als s. Dies ist unmoglich, da s das Infimum von M ist.

Sei nun umgekehrt s eine untere Schranke fiir M mit der Eigenschaft
fiir jedes € > 0 gibt es ein m € M mit m < s+«. (1.4)

Angenommen, es gibe eine untere Schranke s’ fiir M, die grofer als s ist. Wir
setzen € := s’ — s > 0 und schlieflen aus (1.4): Es gibt ein m € M so, dass

m<s+e=s+ (s —s)=4".

Dies steht im Widerspruch zur Annahme, s’ sei untere Schranke fiir M. Es gibt
also keine untere Schranke fiir M, welche grofler als s ist. Somit ist s das Infimum
von M. -

1.3.3 Das Vollstindigkeitsaxiom

Wir postulieren nun das Vollstindigkeitsaxiom :

(V) Jede nach unten beschriankte nichtleere Menge reeller Zahlen besitzt ein
Infimum.

Als erste Anwendung iiberlegen wir uns, dass dieses Axiom tatséchlich die Exi-
stenz der Quadratwurzel von nichtnegativen reellen Zahlen sichert.

Satz 1.14 Seix > 1, und die Zahlen w,, seien durch (1.1), (1.2) erkldrt. Weiter
sei w = inf{w, : n € N}. Dann ist w* = .

Beweis Sei v := inf{w? : n € N}. Im ersten Beweisschritt {iberlegen wir uns,
dass w? = v.
Aus w < w, folgt w? < w? und damit w? < v. Angenommen, es wire w? < v.

Sei € := min{1, S;ﬁ} Offenbar ist € > 0, und mit diesem ¢ gilt:

v—w2

2w+ 1

(w+e) =w?+e2w+e) <w’+ (2w +1) =,

es ist also (w + €)% < v < w? fiir alle n € N. Andererseits gibt es nach Definition
von w und wegen Satz 1.13 ein w, mit w, < w + . Fiir dieses w,, haben wir

w2 < (w+e)® <wl

n’

ein Widerspruch.
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Die Annahme w? < v ist also falsch. Folglich muss w? = v sein. Im zweiten
Beweisschritt zeigen wir, dass v = x. Aus Lemma 1.12 (a) wissen wir, dass x < w?
fiir alle n € N. Daher ist x < v. Angenommen, es sei © < v.Wir wéhlen ¢ = v — .
Dann ist € > 0, und nach Satz 1.13 gibt es ein w, mit w2 < v+ ¢ = w? +¢. Fiir
die Zahl w,; gilt dann

1 xr 2 ]. .732
2 2 2

W, 2
Lo a? 2 2 2
< Z(w +€—|—2a:—i——> (wegen w;, <w”+e¢, z < w;)
T
1
= Z(w2+3x+5)
Lo o 2 Loy o
= Z(w + 3z +w —x)zﬁ(w + ) ( Definition von ¢).

Aus w? < %(w2 + z) folgt w? < x, was im Widerspruch zur Annahme z < w?

steht. Dieser Widerspruch zeigt, dass o = v = w?. [

Damit ist zumindest fiir reelle Zahlen z > 1 die Existenz einer Quadratwurzel im
Bereich der reellen Zahlen gezeigt. Fiir 0 < x < 1 zeigt man die Existenz einer
Quadratwurzel, indem man Satz 1.14 (d.h. den babylonischen Algorithmus) auf
1/x > 1 anwendet.

Eine unmittelbare Konsequenz des Vollstéandigkeitsaxioms ist

Folgerung 1.15 Jede nach oben beschrinkte nichtleere Menge reeller Zahlen be-
sitzt ein Supremum.

Die Zuriickfithrung von Folgerung 1.15 auf (V') erfolgt durch Spiegelung der Men-
ge am Nullpunkt.
1.3.4 Die natiirlichen Zahlen

Wir wollen die Menge N der natiirlichen Zahlen innerhalb der Menge R der reellen
Zahlen charakterisieren.

Definition 1.16 FEine Menge M wvon reellen Zahlen heisst induktiv, wenn 0 €
M, und wenn aus n € M auchn+1 € M folgt.

Beispiele fiir induktive Mengen sind die Menge R der reellen Zahlen selbst oder
aber die Menge Q der rationalen oder Z der ganzen Zahlen. Klar ist, dass jede
induktive Menge die Zahlen 0,1 =0+1,2=1+1, 3 =2+ 1 usw. enthélt.

Lemma 1.17 Der Durchschnitt beliebig vieler induktiver Mengen ist eine induk-
tive Menge.
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Beweis Die Zahl 0 liegt in jeder der induktiven Mengen, also auch in deren
Durchschnitt. Weiter: wenn n im Durchschnitt der induktiven Mengen liegt, so
liegt n in jeder einzelnen dieser Mengen. Wegen der Induktivitét liegt dann n+ 1
in jeder einzelnen dieser Mengen, also auch in deren Durchschnitt. [

Nehmen wir also alle induktiven Teilmengen von R und bilden deren Durch-
schnitt, so erhalten wir wieder eine induktive Teilmenge. Diese ist die kleinste
induktive Teilmenge von R.

Definition 1.18 Die kleinste induktive Teilmenge von R heifit Menge der natiirli-
chen Zahlen. Wir bezeichnen sie mit N.

Mit dieser Definition erhélt man sofort das Prinzip der vollstindigen Induktion .
Es sei A(n) eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n. Wenn wir folgendes beweisen
konnen:

Induktionsanfang:  Die Aussage A(0) ist wahr.

Induktionsschritt:  Fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
Wenn A(n) wahr ist, so ist auch A(n + 1) wahr.

dann ist die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n wahr. Um zu verstehen,
warum das so ist, betrachten wir die Menge W aller natiirlichen Zahlen n, fiir die
A(n) wahr ist. Im Induktionsanfang zeigen wir, dass 0 € W, und im Induktions-
schritt, dass gilt

wenn n € W, dann ist auchn +1 € W.

Also ist W eine induktive Menge. Nun ist aber W eine Teilmenge von N, und N
ist laut Definition die kleinste induktive Menge. Deshalb kann W nicht kleiner
als N sein. Es ist also W = N, d.h. die Aussage A(n) ist fiir alle n € N wahr.

Tritt an Stelle des Induktionsanfangs die Aussage “A(ng) ist wahr”, und lésst
sich der Induktionsschritt beweisen, so erhélt man ganz analog die Wahrheit von
A(n) fiir alle n > ng (zum Beweis fithre man die neue Aussage B(n) := A(n+mng)
ein).

Beispiel 1: Die Summe der ersten n positiven natirlichen Zahlen.
Firne Nund n > 1 ist

ik:%n(nJrl). (2 A@m)

Beweis [nduktionsanfang: Die Aussage A(1) lautet

1

1
Zk:§1(1+1) bzw. 1=1
k=1
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und ist offensichtlich wahr.

Induktionsschritt: Sei A(n) wahr. Dann ist

n+1 n

;k:;k+(n+1):@+(n+1):(”+1)2(”+2)7

d.h. es gilt auch A(n+ 1). Damit ist die Giiltigkeit von A(n) fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 1 bewiesen. m

Beispiel 2 Die Summe der ersten n + 1 Glieder einer geometrischen Reihe.

Sei ¢ # 1 und n € N. Dann ist

1—q"" A

Zq— 1—g¢q (:A(n)>
Beweis [nduktionsanfang: A(0): 1=1 ist wahre Aussage.
Induktionsschritt: A(n) = A(n+1) :

n+1 n n+1

n 1__q n
k=0 k=0 q
-+ (0 —gg"  1-¢""
= == . |
L—q L—gq
Beispiel 3 Die Bernoullische Ungleichung. Sei a > —1 und n € N. Dann gilt
(14a)" >1+na. (éA(n)>
Beweis [Induktionsanfang: A(0) :  1>1 ist wahre Aussage.
Induktionsschritt: A(n) = A(n+1) :
(I+a)" = (1+a)"(1+a)
> (14 na)(1+a) (hier benutzen wir A(n))
= l+na+a+na®=1+a(n+1)+na
> l14a(n+1) (dana® > 0). o

Folgerung Fiir p > 0 und n € N ist
-1
—

Yp-1<t

Beweis Man setzt a := /p — 1 in die Bernoullische Ungleichung ein. Einfache
Umformungen ergeben die Behauptung (Hausaufgabe). ]
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Zum Abschluss noch eine Aufgabe zum Knobeln und Nachdenken. Versuchen Sie,
die beiden Ungleichungen

1 35 2n—1 _ 1
2 46 7 2 T \Bn+l
und
1 35 2n—1 _ 1
2 4 6 2n = /3n

fiir alle n > 1 mit vollstdndiger Induktion zu beweisen. Beachten Sie, dass die
zweite Ungleichung schwicher als die erste ist.
1.3.5 Die Archimedische Anordnung der reellen Zahlen

Als zweite Konsequenz des Axioms (V) iiberlegen wir uns eine weitere Eigenschaft
von R beziiglich des Relation <. Als Vorbereitung zeigen wir:

Lemma 1.19 Die Menge N ist nach oben unbeschrinkt.

Beweis Wire N nach oben beschrankt, so wiirde nach Folgerung 1.15 das Supre-
mum sup N =: s existieren (beachte: 0 € N, also ist N nicht leer). Nach Satz 1.13
(in der Fassung fiir das Supremum) gibt es eine Zahl n € Nmit s — 1 <n < s.
Die Zahl n + 1 liegt ebenfalls in N, und fiir diese gilt s < n + 1 im Widerspruch
zur Definition von s. [

Satz 1.20 (Archimedische Eigenschaft der Relation <) Fiir belicbige Zah-
len a,b € R mit a > 0 gibt es einn € N so, dass an > b.

Beweis Gibe es keine solche Zahl n, so wire an < bbzw. n < b/a fiir alle n € N.
N wiére also nach oben beschrinkt im Widerspruch zu Lemma 1.19. [

Es gibt Axiomensysteme der reellen Zahlen, in denen die Aussage von Satz 1.20
als Archimedisches Aziom gefordert wird. Die folgende Folgerung von Lemma
1.19 wird uns bei der Bestimmung von Grenzwerten wieder begegnen.

Folgerung 1.21 Gilt fiir eine reelle Zahl a, dass 0 < a < 1/n fir jedes n € N,
so ist a = 0.

Beweis Angenommen, a > 0. Aus a < 1/n folgt dann n < 1/a fiir alle n € N in
Widerspruch zur Unbeschrénktheit von N nach oben. n

1.4 Darstellung reeller Zahlen durch Dezimalbriiche

Wir ordnen jeder reellen Zahl « € [0,1) einen unendlichen Dezimalbruch

0,212923... mit z €{0,1,2,...,9} (1.5)

13



zu, wobei die Ziffern z; wie folgt bestimmt werden:

z1 ist die grofite natiirliche Zahl < 10z

29 ist die grofite natiirliche Zahl < 102($ — 2 10_1)

z3 st die grofite natiirliche Zahl < 10%(x — 2 - 107! — 2, - 1072)

usw. Fiir > 1 suchen wir zunéchst eine Zehnerpotenz 10" so, dass 0 < 157 < 1,
bestimmen den zu 15 gehorenden Dezimalbruch wie oben, und erhalten den zu
x gehorenden Dezimalbruch durch Multiplikation mit 10". Wir werden spéter
zeigen, dass umgekehrt jeder Dezimalbruch der Form (1.5) eine nichtnegative
reelle Zahl definiert und dass die Zuordnung einer Zahl zu einem Dezimalbruch
eineindeutig wird, wenn man Dezimalbriiche ausschlie3t, die von einer gewissen
Stelle an nur noch die Ziffer 9 enthalten.
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2 Mengen und Abbildungen

Einer der zentralen Begriffe der Mathematik und ihrer Anwendungen ist der
Begrift der Funktion oder Abbildung. Es erweist sich fiir viele Probleme notwen-
dig, Funktionen zuzulassen, die nicht durch analytische Ausdriicke (wie f(z) =
sin(z?)) definiert sind. Wir fithren daher zunichst den Begriff einer Abbildung
in einer solchen Allgemeinheit ein, wie es fiir das Folgende zweckméfBig ist. Da-
zu nutzen wir die Sprache der Mengenlehre. Spéter spezialisieren wir uns auf
reellwertige Funktionen.

2.1 Mengen und Mengenoperationen

Eine Begriindung der Mengenlehre auf der Basis eines Axiomensystems ist nicht
einfach, und einige damit im Zusammenhang stehende Fragen sind Gegenstand
der Forschung. Wir begniigen uns mit der “naiven” Mengenlehre und vereinbaren:

Eine Menge ist eine (gedankliche) Zusammenfassung wohlunterschie-
dener Objekte zu einem Ganzen. Diese Objekte heiflen Elemente der
Menge. Ist jedes Element einer Menge A auch Element einer Menge
B, so heifit A Teilmenge von B (in Zeichen: A C B). Zwei Mengen A
und B heiflen gleich, wenn A C B und B C A. Die Menge, die keine
Elemente erhilt, heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet.

Wir verwenden folgende Schreibweisen:

A = {1,2,3} Menge mit den Elementen 1,2 und 3.
A =N Menge der natiirlichen Zahlen
A = {reR:2?2 <1} Menge aller reellen Zahlen z

mit der Eigenschaft z? < 1.

Beispielweise ist {z € R: z? <1} = (—1,1).

Aus der Definition folgt, dass ) € A und A C A fiir jede Menge A. Auflerdem ist
die Relation C transitiv: aus A C B und B C C folgt A C C.

2.1.1 Operationen mit Mengen

Seien E und A Mengen, und fiir jedes o« € A sei E, eine Teilmenge von E. Die
Menge A dient also als “Menge von Indizes”.

Unter der Vereinigung der Mengen FE, versteht man die Menge aller Elemente
von FE, die in wenigstens einer der Mengen F,, liegen. Als Schreibweise fiir diese
Vereinigung benutzen wir:

e UyeaE, (allgemein)
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e Falls A = {1,2}, so haben wir 2 Teilmengen Fi, F; von E und schreiben
E1 U E2 statt UQE{LQ}EQ.

e Falls A =N, schreibt man auch U3 E, statt UpenEl.
A B

AUB

Unter dem Durchschnitt der Mengen FE, versteht man die Menge aller Elemente
von E, die zu jeder der Mengen E, gehdren. Schreibweisen sind

® Nacal, (allgemein)
e Falls A = {1,2}, schreiben wir £y N Es statt Naeqr,2 Ea-

e Falls A = N, schreibt man auch N2 E, statt NyenEy.

ANB

Sind A, B Teilmengen von FE, so besteht die Differenz A\B aus allen Elementen
von E, die in A, aber nicht in B liegen. Speziell heifit F\ A das Komplement von
Ain E (Bezeichnung: A®). Zwei Mengen A, B heiflen disjunkt, wenn AN B = ().

A\B
FEigenschaften des Durchschnitts und der Vereinigung

Assoziativitat: (AUB)UC =AU(BUC), (AnB)NnC=AnNn(BNO).
Kommutativitit: AUB=BUA, ANB=BNA.
Distributivitét: (UaeaFEo) N B = Uaea(E, N B),
(NacaFq) UB = Nyea(FEq U B).
Daneben gibt es eine Vielzahl weiterer Beziehungen wie etwa PUA = A und
N A = 0 fiir jede Menge A. Einige davon werden Sie in der Ubung kennenlernen.

Als ein Beispiel wollen wir uns das Distributivgesetz (AUB)NC = (ANC)U(BNC)
klarmachen. Anschaulich l&sst sich dieses Gesetz so einsehen:
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pegleolc ool o)

AUB AuB)NC ANncC
Ein formaler Beweis kann so gefiihrt werden:
e (AUuB)NC

— zc€AUBundzelC

<= (x gehort zu A oder B) und x gehort zu C

<= (x gehort zu A und C') oder (x gehort zu B und C)

< (zr€e ANC)oder (x € BN(C)

— ze(AnC)U(BNO). =

2.2 Abbildungen
2.2.1 Definitionen

Seien A und B Mengen. Ist jedem Element x von A genau ein Element f(z) aus
B zugeordnet, so sagen wir, dass durch A, B und durch diese Zuordnung eine
Abbildung f von A in B erklart ist. Wir schreiben dann auch f : A — B oder
x+— f(x) fir x € A. NICHT verwenden werden wir Ausdriicke wie “die Funktion
y = f(z)”. Fiir uns ist f(x) immer dasjenige Element der Menge B, welches man
erhélt, wenn f auf x angewendet wird. Das Element y = f(z) heifit das Bild von

x, und z heifit ein Urbild von y.
o
Sei f: A — B eine Abbildung. Dann heif3t

o A der Definitionsbereich von f, und wir schreiben A = D(f).

e die Menge W(f) := {y € B : es gibt ein x € A so, dass y = f(x)} der
Wertebereich von f.

e fiir jede Teilmenge C von A die Menge
f(C):={ye B: esgibtein z € C so,dass y= f(z)}

das Bild von C.
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e fiir jede Teilmenge D von B die Menge
fH(D):={x e A: f(z) liegtin D}
das Urbild von D.
Insbesondere ist also f(A) = W(f) und f~1(B) = A = D(f).

Beispiele

(1) f:R—=R, z+—z W(f)=R

(2) fR—>R, z+ 2? W(f)=Rt :={zeR:z2>0}

(3) f:RT - R, z+ 2? W(f):R+

(4) f:RY SRY, zsa?  W(f) =R

(5) A := Menge aller nichtleeren beschriankten Teilmengen von R, B =R
f:A— B, Mw—inf M W(f)=R.

(6) A:= Kreis K, B := Strecke S wie in der Skizze.
f ordnet dem Punkt x € K denjenigen Punkt y € S zu, der auf der Geraden
durch 0 und z liegt. Dann ist W(f) = S.

0

x K
Eine Abbildung f : A — B heifit
e surjektiv oder eine Abbildung auf, wenn W(f) = B.

e injektiv oder eineindeutig, wenn jedes y € W(f) genau ein Urbild besitzt
oder — mit anderen Worten — wenn aus f(x;) = f(z2) folgt z1 = xs.

e hijektiv, wenn sie sowohl surjektiv als auch injektiv ist.

In den obigen Beispielen ist die Abbildung f in

(1) bijektiv (2) weder surjektiv noch injektiv
(3) injektiv, nicht surjektiv (4) bijektiv
(5) surjektiv, nicht injektiv (6) surjektiv, nicht injektiv.
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Fiir jede nichtleere Menge A heifit f : A — A, x — x die identische Abbildung
von A. Sie ist offenbar bijektiv. Wir bezeichnen sie mit id4 oder nur mit id.

Seien A und B Mengen. Wir bezeichnen mit A x B die Menge aller geordneten
Paare (a,b) von Elementen ¢ € A und b € B. Die Menge A x B heifit das
cartesische Produkt von A und B. Beispielsweise kann man R x R =: R? mit der
Menge aller Punkte der Ebene identifizieren. Im allgemeinen ist das cartesische
Produkt nicht kommutativ. Ist f : A — B eine Abbildung, so nennen wir die
Menge aller geordneten Paare aus A x B von der Gestalt (z, f(z)) mit 2 € A den
Graphen von f.

Beispiel Der Graph der Abbildung f: R — R, x +— 2% ist

R

R

0]
Jede Abbildung besitzt einen eindeutig bestimmten Graphen, und umgekehrt be-
stimmt ein gegebener Graph die dazugehorende Abbildung vollstandig. Mitunter
werden daher Abbildungen mit ihren Graphen identifiziert. Man trifft daher meist

die folgende Definition des Begriffs “Abbildung”, die ohne Umschreibungen wie
“Zuordnung” auskommt.

Definition 2.1 Fine Abbildung f : A — B st eine Teilmenge M des Produktes
A x B mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fir jedes a € A gibt es ein b € B mit (a,b) € M.

(b) Aus (a,by) € M und (a,by) € M folgt by = bs.

Hieraus folgt insbesondere, dass zwei Abbildungen f : A — Bund g: A — B
genau dann iibereinstimmen, wenn f(x) = g(x) fiir alle z € A.
2.2.2 Die Umkehrabbildung

Sei f : A — B bijektiv. Dann hat jedes Element von B genau ein Urbild, und
wir kénnen eine Abbildung f~!: B — A definieren durch

f'(y) = genau dann, wenn f(z) = y.

Diese heifit die Umkehrabbildung von f. Man iiberpriift leicht, dass f~! wieder
bijektiv ist. Ist f bijektiv und D eine Teilmenge von B, so kénnen wir f~1(D)
auf zweierlei Weise verstehen: als Urbild von D bzgl. f, oder als Bild von D bzgl.
1. Beide Interpretationen bestimmen die gleiche Teilmenge von A.
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In den Beispielen (1) — (6) aus 2.2.1 existiert die Umkehrabbildung nur bei (1)
und (4). Im Beispiel (1) ist sie gegeben durch

fFL'R—-R, zw—ux,
und im Beispiel (4) durch
fFLURT S RY, o4/

Allgemein ist fiir jede nichtleere Menge A die Umkehrabbildung der Abbildung
id4 die Abbildung id4 selbst.

2.2.3 Verkniipfung von Abbildungen

Es seien A, B,C, D Mengen und f : A — B sowie g : C — D Abbildungen mit
f(A) =W(f) € C = D(g). Dann wird durch

h(z) := g(f(x)) fir xe€A

eine Abbildung h von A in D erklért. Diese heiit Verknipfung (oder Hintereinan-
derausfithrung oder Verkettung) von f und g und wird mit A = go f bezeichnet.
Dabei ist die Reihenfolge von f und g wesentlich. So braucht f o g gar nicht
definiert zu sein, wenn man g o f bilden kann.

h

A B
Fiir jede Abbildung f : A — B gilt offenbar
feida=f, idpof=/],
und fiir jede bijektive Abbildung f: A — B gilt
flof=ida, fof ' =idp

Satz 2.2 Die Verkniipfung von Abbildungen ist assoziativ, d.h. sind f,qg und h
Abbildungen, fiir die g o f und h o g gebildet werden kénnen, so sind auch die
Abbildungen ho (go f) und (hog)o f erklirt, und es gilt

ho(gof)=(hog)of.
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Beweis Wir iiberlegen uns zuerst, dass sich die genannten Verkniipfungen bilden
lassen. Dazu seien A, B bzw. C' die Definitionsbereiche von f,g bzw. h. Nach
Voraussetzung ist f(A) C B und ¢g(B) C C.

Der Definitionsbereich von g o f ist A. Nun ist aber
(g0 /)(4) = g(f(4)) € g(B) € C = D(h),

d.h. wir kénnen h o (g o f) bilden. Weiter: Der Definitionsbereich von h o g ist
B, und wegen W(f) = f(A) € B kann man auch (h o g) o f bilden. Um die
Gleichheit der Abbildungen ho (go f) und (h o g) o f zu zeigen, sehen wir uns
ihre Wirkung auf ein willkiirlich gewéhltes Element = € A an:

(hotgon)@ = n(lgon@) = a(str@)).
((hogyof)@) = (hog)(f@) = n(9(r@)). .

Die Operation o ist in der Regel auch dann nicht kommutativ, wenn beide Ver-
kniipfungen f o g und g o f definiert sind.

Beispiel Esseien f : R — R, 2 — 22 und ¢ : R — R,  +— sinz. Wegen
W(f) =R" CR = D(g) und W(g) = [-1,1] € D(f) konnen sowohl f o g als
auch g o f gebildet werden. Die Funktionen

(fog)@) = (sinz)® wnd (go f)(x) = sin(z?)
sind aber voneinander verschieden. (Warum?) n

Satz 2.3 Es seien f : A — B und g : B — C bijektive Abbildungen. Dann ist
auch go f : A — C bijektiv, und fiir die Umkehrabbildungen gilt:

(gof)'=flog"

Den Beweis werden Sie in der Ubung fithren.

2.3 Maichtigkeit von Mengen

Wir sehen uns nun an, wie man Mengen hinsichtlich ihrer “Gréfe” miteinander
vergleicht. Bei Mengen A, B mit endlich vielen Elementen ist das einfach. Man
zéhlt die Elemente von A und B und betrachtet A und B als “gleich grof3”, wenn
sie gleich viele Elemente besitzen. Eleganter noch ist das folgende Verfahren, bei
dem man nicht einmal zdhlen konnen muss. Man versucht, jedem Element von
A auf eineindeutige Weise ein Element B zuzuordnen. Bleiben dabei in einer der
Mengen Elemente iibrig, so betrachten wir diese Menge als die groflere. Geht
dagegen die Zuordnung auf, so betrachten wir A und B als gleich grofi.
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Definition 2.4 Zwei Mengen A und B heiffen gleichméchtig (in Zeichen: A =
B), wenn es eine bijektive Abbildung von A auf B gibt.

Satz 2.5 Fs seien A, B, C beliebige Mengen. Dann gilt

(a) A= A (Reflexivitdt)
(b) AXB=B=A (Symmetrie)
(c) AZB,B=(C=A=C. (Transitivitdt)

Eine Relation mit den Eigenschaften Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitét
heifit Aquivalenzrelation .

Beweis von Satz 2.5 (a) Fiir jede Menge A ist id4 eine Bijektion von A auf
A. Also ist A = A.

(b) Sei A= B. Dann gibt es eine Bijektion f von A auf B. Die Umkehrabbildung
f~1 ist eine Bijektion von B auf A. Also ist B = A.

(c) Sei A= B und B = C. Dann gibt es Bijektionen f von A auf B und g von B
auf C. Nach Satz 2.3 ist g o f eine Bijektion von A auf C. Also ist A = C. ]

Beispiel Die Abbildung f : n — n? ist eine Bijektion von N auf die Menge aller
Quadratzahlen. Unendliche Mengen konnen also zu einer ihrer echten Teilmengen
gleichméchtig sein. Bei endlichen Mengen ist dies unmoglich. [

Definition 2.6 (a) Eine Menge A heifit endlich, wenn A = () oder wenn es eine
natirliche Zahln > 1 so gibt, dass A = {1,2,...,n}.

(b) Eine Menge A heifit abzahlbar , wenn A = N.

(c) Fine Menge A heif$t iberabzihlbar , wenn sie weder endlich noch abzihlbar
18t.

Mengen, die nicht endlich sind, heiflen unendlich. Mengen, die nicht iiberabzéhl-
bar sind, heiflen hdchstens abzdhlbar. Die Abzéhlbarkeit einer Menge bedeutet
anschaulich, dass man die Elemente diese Menge durchnumerieren kann.

Satz 2.7 Die Menge der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.
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Beweis Wir ordnen die positiven rationalen Zahlen in ein Schema, welches uns
die Numerierbarkeit erkennen lésst (Cantorsches Diagonalverfahren).

1 2 3 4
1 1 1 1
/ / /
1 2 3 4
2 2 2 2
L/ /
1 2 3 4
- - - — ... usw.,
3 3 3
/
d.h. es ist % L a, % L as, % £ as, . ... Offenbar kommen alle positiven

rationalen Zahlen in diesem Schema vor. Gelangt man beim Durchnumerieren an
eine Zahl, an die bereits eine Nummer vergeben wurde (z.B. % = % = ay), so wird
diese ibersprungen. Auf diese Weise erhilt man eine Bijektion von N\{0} auf die

positiven rationalen Zahlen.

Ist nun aq, as, as, . . . die so gewonnene Durchnumerierung der positiven rationalen
Zahlen, so erhilt man eine Bijektion auf N auf Q wie folgt:

N 01 2 3 4 5 6 7
T

Q 0 a; —aip a2 —A9 a3 —az a4

Mit der gleichen Idee kann man den folgenden Satz beweisen:
Satz 2.8 Die Vereinigung abzdihlbar vieler abzihlbarer Mengen ist abzihlbar.

Beispielsweise ist die Menge aller Punkte der Ebene mit rationalen Koordinaten
abzéhlbar. Gibt es iiberhaupt iiberabzéhlbare Mengen?

Satz 2.9 Die Menge der reellen Zahlen ist tiberabzdihlbar.

Beweis Die Menge R ist sicher nicht endlich. Wir zeigen, dass sie auch nicht
abzahlbar ist. Dies tun wir indirekt, d.h. wir nehmen an, die Menge R koénnte
durchnumeriert werden:

o, T1, T, T3, ... . (2.1)

Wir wéhlen ein Intervall Iy = [ag, bo], welches xy nicht enthélt. Dieses unterteilen
wir in drei abgeschlossene Teilintervalle, die hochstens ihre Endpunkte gemeinsam
haben:
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Der Punkt 1 kann dann in hochstens zwei dieser Intervalle liegen. Sei I = [aq, b]
eines der drei Intervalle, welches den Punkt z; nicht enthélt. Nun unterteilen wir
I in drei Teilintervalle und wihlen daraus ein Intervall Iy = [as, bs], welches
x5 nicht enthilt. Eine Wiederholung dieser Uberlegungen liefert uns eine Folge
In 2 1) 2 1, O ... von Intervallen I, = [ay, bg| derart, dass zy, & I, fiir alle k.

Wir betrachten die Menge M aller rechten Endpunkte by dieser Intervalle. Diese
Menge ist nach unten beschriankt (z.B. ist jedes a, eine untere Schranke). Sie
besitzt daher nach dem Vollstandigkeitsaxiom ein Infimum. Sei s := inf M. Die
reelle Zahl s gehort zu jedem der Intervalle I: Andernfalls gébe es ja ein n so,
dass s < a,. Da a, eine untere Schranke von M ist, wire s nicht die grofite
untere Schranke im Widerspruch zur Definition. Die reelle Zahl s kann aber in
der Aufzéhlung (2.1) nicht vorkommen. Wire namlich s = x,, fiir ein n, so hétten
wir einerseits x,, = s € I,, (soeben bewiesen) und andererseits s = z,, ¢ I,, (nach
Konstruktion). Die Aufzihlung (2.1) kann also nicht alle reellen Zahlen enthalten.
]

Der Beweis von Satz 2.9 hat das folgende wichtige Resultat mitgeliefert:

Satz 2.10 Der Durchschnitt einer absteigenden Folge Iy O I O Iy O ... abge-
schlossener Intervalle ist nicht leer.

Wir kommen hierauf noch zuriick.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen Resultaten zur Konstruktion “beliebig grofer
Mengen”. Diese Resultate bendtigen wir im weiteren nicht. Sei M eine nichtleere Menge.
Unser Ziel ist es, eine Menge zu konstruieren, welche eine groflere Michtigkeit als M
hat. Dazu betrachten wir die Menge F' aller auf M definierten Funktionen, die nur die
Werte 0 und 1 annehmen. Fiir jedes m € M sei f(™) die Funktion

f(m)( ) 1 wenn I =1m
xTr) =
0 sonst ,
und es sei Fj; die Menge aller Funktionen f(m) mit m € M. Es ist klar, dass die
Abbildung m — (™) eine Bijektion von M auf Fy; ist. Die Menge M ist also zu einer

Teilmenge (ndmlich Fys) von F' gleichméchtig. Sie ist aber nicht zur gesamten Menge
F gleichméchtig. Wir beweisen dies indirekt. Angenommen, es géibe eine Bijektion

M —F, mw— fn. (2.2)
Dann definieren wir eine Funktion f auf M wie folgt:

1 falls  f,(m)
0 falls  fn(m)

0
1.

f(m) :=

Diese Funktion liegt in F, stimmt aber mit keiner der Funktionen f,, iiberein. Also gibt
es keine Bijektion (2.2), d.h. die Méchtigkeit von F' ist groBer als die von M.
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Wir wollen dieses Ergebnis noch einmal anders formulieren. Dazu bezeichnen wir fiir
jede Teilmenge A von M mit x4 ihre charakteristische Funktion :

(m) = 1 falls me A
XATEZ 0 00 falls m ¢ A

Die Abbildung A +— x4 ist offenbar eine Bijektion der Menge aller Teilmengen von M
(der sogenannten Potenzmenge von M) auf die Menge aller charakteristischen Funk-
tionen. Letztere Menge ist aber gerade die oben eingefiihrte Menge F. Wir erhalten:

Satz 2.11 Die Potenzmenge einer nichtleeren Menge M hat eine gréfsere Mdchtigkeit
als die Menge M selbst.

Mit dem soeben benutzen Verfahren, welches ebenfalls auf Cantor zuriickgeht, hiatten
wir auch einen anderen Beweis von Satz 2.9 erbringen kénnen. Dazu hétten wir uns
genauer mit der Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen befassen miissen (was wir noch
nachholen).

Mit den in diesem Abschnitt eingefithrten Begriffen sind einige der beriihmtesten Pro-
bleme der Mathematik verkniipft wie: Gibt es Mengen, deren Méchtigkeit zwischen der
von N und der von R liegt (Kontinuumshypothese)?
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3 Metrische Riaume

Zahlreiche Aufgaben in der Mathematik wie auch im téglichen Leben fithren auf
das Problem, Abstinde zu messen:

— Festlegung der Urlaubsreiseroute. Als Maf fiir den Abstand zweier Orte
kann dienen:
e Linge der Luftlinie
e Linge der kiirzesten Straflenverbindung
e mindestens bendtigte Zeit
e mindestens entstehende Kosten.

— In der numerischen Mathematik kann man nur mit Objekten arbeiten, die
sich durch endlich viele Zahlen beschreiben lassen. Dies ist z.B. fiir Poly-
nome moglich, im allgemeinen aber nicht fiir beliebige (etwa stetige) Funk-
tionen. Man mochte daher kompliziertere Funktionen durch Polynome ap-

proximieren. Um die Giite der Approximation beurteilen zu kénnen, muss
man in der Lage sein, Abstdnde zwischen Funktionen zu messen.

— Wir werden zum ersten Mal auf die Notwendigkeit stoflen, Abstinde zu
messen, wenn wir den Begriff des Grenzwertes einfiihren.

Mit dem Begriff des metrischen Raumes stellen wir einen Rahmen bereit, in den
sich alle genannten Abstandsprobleme (und viele weitere) einbetten lassen und
in dem man Begriffe wie Grenzwert oder Stetigkeit allgemein definieren kann.
Wir werden nicht tief in die Theorie der metrischen Rdume eindringen. Eine
eingehendere Beschiftigung mit diesen (und allgemeineren) Raumen erfolgt in
der Vorlesung “Funktionalanalysis”.

3.1 Der Euklidsche Raum R"

3.1.1 Der Abstand in R

Der Abstand zweier reeller Zahlen z,y erkldren wir durch
d(z,y) = |z —yl.

Diese Definition stimmt mit unserer Anschauung iiberein, wenn wir uns x und
y als Punkte auf der Zahlengeraden vorstellen. Fiir den so festgelegten Abstand
gilt fiir beliebige Zahlen z,y,z € R :

(a) d(z,y) > 0, und d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y.
(b) d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie).
(¢) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).
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3.1.2 Der Raum R"

Sein € Nund n > 1. Der Raum R"™ besteht aus allen geordneten n—Tupeln
x = (x1,...,x,) reeller Zahlen. Man kann diesen Raum identifizieren mit dem
n—fachen cartesischen Produkt von R mit sich selbst:

R"=R x ... xR (n Faktoren).

In R™ fithren wir folgende Operationen ein:

Addition R" x R" — R"™ Die Summe zweier Vektoren x = (z1,...,x,), y =
(y1, -+, yn) € R™ ist der Vektor

r4+y:=(x1+y,...,Tn+ys) €R™

Es ist klar, dass diese Operation den Axiomen (A1) — (A4) geniigt. Dabei iiber-
nimmt der Vektor (0, ...,0) die Rolle der Null, und der zu (z1,...,z,) entgegen-
gesetzte Vektor ist (—xzq,...,—x,). Der R™ bildet also bzgl. der Addition eine
kommutative Gruppe. Insbesondere gelten Lemma 1.1 und Satz 1.2 entsprechend
auch fiir den R™.

Multiplikation mit reellen Zahlen R x R™ — R™: Das Produkt der reellen Zahl A
mit dem Vektor = (z1,...,z,) € R" wird erkldrt durch

Az = (Axq, ..., Ax,) € R™

Man sieht sofort, dass fiir beliebige z,y € R™ und A\, u € R gilt:

(SM1) A+ )z = I+ p.
(SM?2) Mz +y) = I+ Ay,
(SM3) AMpx) = (Ap)z.
(SM4) l-z = =

Eine Menge, auf der eine Operation + mit den Eigenschaften (A1) — (A4) sowie
eine Multiplikation mit reellen Zahlen mit den Eigenschaften (SM1) — (SM4)
erklart sind, heiflt reeller linearer Raum oder Vektorraum iiber dem Korper R.
Der R"™ ist also ein Beispiel fiir einen reellen linearen Raum.

Wir sehen uns zuniichst den R? etwas genauer an. Die Elemente des R? kann man
sich als Punkte der Ebene vorstellen:




Entsprechend hat man fiir die Addition bzw. Multiplikation mit Zahlen die fol-
gende Vorstellung

T4y

0| _%Mo

Fiir den Abstand des Punktes # = (21, x2) von Nullpunkt 0 = (0,0) findet man

mit dem Satz des Pythagoras
d(z,0) = /2% + 3.

Diese Zahl heifit auch die Norm des Vektors x und wird mit ||z|| bezeichnet.
Anhand der Skizzen macht man sich klar, dass fiir beliebige Vektoren z,y € R?
gilt:

e ||z|| >0, und ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
o ||[Ax|| = |\ ||x|| fiir alle A € R.
o llz+yll <zl + vl

Den Abstand zweier Punkte kann man ebenfalls leicht mit dem Satz des Pytha-
goras berechnen: Fiir x = (21, x9) und y = (y1, y2) ist

d(z,y) = /(21 — y1)? + (22 — y2)

Wegen © — y = (x1 — y1,22 — ya) ist d(z,y) = ||z — y||. Folgende Eigenschaften
des Abstands sind offensichtlich:

L2 + ~ 1 €
day) -~ L=l
- |
Y21+ Y<---=---- !
, z1 =y l
Ui T

e d(xz,y) >0, und d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y.

o d(z,y) = d(y,v).
o d(x,y) <d(z,z)+d(z,vy).
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Letztere Figenschaft ist als Dreiecksungleichung bekannt.

z

d(z, 2) d(z,y)

T d(z,y)

Wir betrachten nun wieder den R™ mit beliebigem n > 1. Nahegelegt durch die
Situation im R? vereinbaren wir die folgende Definition.

Definition 3.1 Die Norm eines Vektors x = (xq,...,x,) € R" ist die Zahl

]| :== /23 + ... + a2,
und der Abstand zweier Punkte x,y € R™ ist gegeben durch d(z,y) := ||z — y||.
Es gibt auf R weitere Normen, wie z.B.
|2||lo = max{|zi],...,|z.|} (“Maximumnorm”),
lzllh = |z + ... 4 |z (“Summennorm”).

Die in der Definition eingefiihrte Norm heifit die Fuklidsche Norm . Sie wird auch
mit || - ||2 bezeichnet. Der lineare Raum R", versehen mit dieser Norm, heifit der
Euklidsche Raum .

Satz 3.2 (a) Eigenschaften der Norm : Fir alle x,y € R" und A € R gilt:

e |lz|| >0, ||z]| =0 genau dann, wenn x = 0.

o [[Az]l = |Ax]].

o |lz+y| <|z||+|lyll (Dreiecksungleichung).
(b) Eigenschaften des Abstandes Fir alle x,y,z € R™ gilt:

e d(z,y) >0, und es ist d(x,y) =0 genau dann, wenn x = y.

o d(z,y) =d(y,x). (Symmetrie)

o d(x,y) <d(z,z)+d(z,vy). (Dreiecksungleichung)
Zum Beweis Die ersten beiden Aussagen von (a) und (b) folgen sofort aus
den Definitionen. Die Dreiecksungleichung fiir den Abstand folgt aus der fiir die
Norm. Fiir beliebige x,y, 2 € R™ ist ndmlich

d(z,y) = |z =yl = [[(z=2)+E-yl <lz—-=z[+]z—-yl
= d(z,z) +d(z,y).

Es verbleibt also, die Dreiecksungleichung fiir die Norm zu beweisen. Dies werden
wir in der Ubung / im Tutorium tun. »
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3.2 Der Korper der komplexen Zahlen

Wir betrachten den im vorigen Abschnitt eingefiihrten Raum R? mit der Addition
und der Euklidschen Norm. Der R? zeichnet sich vor den Ridumen R".n > 2,
dadurch aus, dass sich in ihm eine Multiplikation definieren lédsst, welche diesen
Raum zu einem Korper macht.

Definition 3.3 Das Produkt von z = (z,y) und w = (u,v) € R? ist erklirt
durch
w = (z,y)(u,v) := (vu — yv, zv + yu) € R?.

Satz 3.4 Fir das so erkldrte Produkt gelten (M1) — (M4) und (K1), (K2).

Beweis Seien z = (z,y), w = (u,v) und ¢ = (a,b) beliebige Elemente des R?.
Die Assoziativitdt der Multiplikation (M 1) folgt aus

(zw)e = (xu—yv,2v + yu)(a,b)
(xu —yv)a — (xv + yu)b, (zu — yv)b + (zv + yu)a)

N TN

z(ua — vb) — y(va + ub), x(va + ub) + y(ua —vb))
= (z,y)(ua — vb,va + ub) = z(we).

Die Kommutativitdt der Multiplikation ergibt sich sofort aus der Definition:
2w = (zu — yv, xy + yu) = wz.
Fiir das geordnete Paar (1,0) € R? gilt
2(1,0) = (z,y)(1,0) = (x,y) = =z fiir alle z,

d.h. (1,0) ist das Einselement beziiglich der Multiplikation (M3). Sei schliefilich
z = (z,y) #(0,0). Fir das Paar ({7, =557) gilt:

2 2

(x,y)( SER— ):( oY 0)=(1,0),

x2+y2 x2+y2 $2+y2 $2+y2’

d.h. die Gleichung zw = (1,0) ist l6sbar (M4). Offenbar ist auch (1,0) # (0,0),
d.h. (K1) ist erfiillt. Schliefllich rechnen wir das Distributivgesetz (K2) nach:
(z4+w)e = (x+u,y+v)(a,b)
= (@+uwa—(+v)b @ +wb+(y+v)a)
(xa — yb, xb + ya) + (ua — vb, ub + va)

= zc—+ wec.
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Mit den Operationen der Addition und der Multiplikation geméafl Definition 3.3
ist der R? also ein Kérper. Wir kénnen mit seinen Elementen rechnen wie mit
reellen Zahlen. Man bezeichnet diesen Korper mit C und nennt seine Elemente
komplexe Zahlen .

Beispiel 1 Fiir komplexe Zahlen der speziellen Gestalt (x,0) und (u,0) gilt
(2,0) + (u,0) = (x + u,0) sowie (z,0)(u,0) = (zu,0).

Beide Operationen liefern also wieder ein Element der Gestalt (a,0), und die
reelle Zahl a wird wie im Reellen aus x und u berechnet. In diesem Sinn ist R
in C enthalten. Genauer: Die Abbildung = + (x,0) ist eine Bijektion von R auf
{(z,y) € C:y = 0}, und diese Bijektion erhilt die Operationen. Man schreibt
daher statt (x,0) oft einfach x. n

Beispiel 2 Fiir die komplexe Zahl i := (0, 1) gilt:
i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.
In C lasst sich also aus —1 eine Quadratwurzel ziehen! [

Mit diesen Vereinbarungen und Bezeichnungen lésst sich eine zweckméflige Schreib-
weise fiir komplexe Zahlen einfiihren

z = (x,y) schreiben wir als (x,0) 4+ (0,y) = (2,0) + (v,0)(0,1) = = + iy.
Addition und Multiplikation lauten in dieser Schreibweise

(x+iy)+ (u+iv) = (x+u)+i(y+v),
(x+iy)(u+iv) = (ru+iyiv)+ (xiv + iyu) = (zu — yv) + i(xv + yu).

Wir fithren noch einige weitere Bezeichungen ein: Fiir z = z + 1y heifit
e x der Realteil von z: x = Re z,
e y der Imagindrteilvon z: y = Im z,

V2? + y? Betrag von z: |z|,

e r — 1y die zu z konjugiert komplexe Zahl: Z,

¢ das Argument von z: arg z.

31



y=Imz - - - - - - = z=x+1y

Y

Das Argument einer komplexen Zahl z wird nur fiir z # 0 erklért. Es ist eindeutig
festgelegt, wenn man (z.B.) verlangt: 0° < ¢ < 360°.
Aus der Skizze ist auch unmittelbar klar, dass fiir z # 0

Rez =z =|z|cosp, Imz=y=|z|sing

und daher
z = |z|(cos ¢ + isinp)

ist. Dies ist die sogenannte trigonometrische Darstellung der komplexen Zahl z.
In dieser Darstellung ist das Multiplizieren und Wurzelziehen besonders einfach
(,” Ubung und Abschnitt 6.4.2). SchlieBlich ist der Abstand zweier komplexer
Zahlen z,w gegeben durch d(z,w) = |z — w|.

3.3 Metrische Raume

Definition 3.5 Es sei M eine Menge mit einer Abbildung d : M x M — R, d.h.
je zwei Elementen x,y von M sei eine reelle Zahl d(x,y) zugeordnet. Wenn fir
beliebige Elemente x,y,z € M gilt:

(a) d(z,y) >0, d(xz,y) =0 genau dann, wenn x =y,
(b) d(z,y) = d(y, ),
(c) d(z,y) < d(z,z) +d(zy),

so heifit d Abstandsfunktion oder Metrik auf M, die Zahl d(x,y) heifst Abstand
der Punkte x,y € M, und das Paar (M,d) heifft metrischer Raum .

Mitunter nennt man auch M metrischen Raum (und denkt sich das d dazu).
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Beispiele fiir metrische Riume

(1) Der fiir uns in diesem Semester wichtigste metrische Raum ist M = R mit
der Metrik d(z,y) := |z —y|. Mit der gleichen Abstandsfunktion sind auch
M =N,Z,Q und [—1, 1] metrische Rédume.

(2) M =C, d(z,y) = |z -yl
(3) M =R", d(z,y) = ||z — y||2 = Euklidscher Abstand von x und y.

(4) M =R", d(x,y) = |r1 — |+ ... + |z, — yn| “Manhattan — Abstand”.

‘ (yl,y2)

(z1,22)
|

(5) M = Schachbrett, d(z,y) := Minimalzahl der Ziige, die ein Turm (Dame,
Konig, Springer) benotigt, um vom Feld z zum Feld y zu gelangen. [

Definition 3.6 FEs sei (M,d) ein metrischer Raum, x € M und € positiv reell.
Unter der Umgebung von x vom Radius ¢ oder kurz e-Umgebung von x versteht
man die Menge

Ucx) ={ye M:d(z,y) <e}.

Im R! ist U.(z) das offene Intervall (z — &,z + €), und im R? bzw. R? (jeweils
versehen mit dem Euklidschen Abstand) ist U, (z) die Kreisscheibe bzw. die Kugel
mit Mittelpunkt = und Radius € (jeweils ohne ihren Rand bzw. Oberflache).

Definition 3.7 FEs sei (M, d) metrischer Raum und A C M.

(a) Ein Punkt a € A heifft innerer Punkt von A, wenn es eine Umgebung von
a gibt, die ganz in A liegt.

(b) Ein Punkt a € M heifst Randpunkt von A, wenn in jeder Umgebung von a
sowohl Punkte aus A als auch aus dem Komplement M\ A liegen.

(¢) Ein Punkt a € M heifst Haufungspunkt von A, wenn jede Umgebung von
a einen Punkt aus A enthdlt, der von a verschieden ist.

(d) FEin Punkt a € A heifit isolierter Punkt von A, wenn a kein Haufungspunkt
von A ist.

(e) Die Menge A heifit offen , wenn jeder ihrer Punkte ein innerer Punkt von

A ist.
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(f) Die Menge A heifit abgeschlossen , wenn jeder Hdufungspunkt von A zu A
gehort.

(9) Die Menge aller inneren Punkte von A heifit das Innere von A und wird
mit A°, A oder int A bezeichnet.

(h) Die Menge aller Randpunkte von A heifit der Rand von A wund wird mit
0A bezeichnet.

(1) Die Vereinigung von A mit der Menge aller Hiufungspunkte von A heifst
die AbschlieBung von A und wird mit A oder clos A bezeichnet.

Offenbar ist stets A° C A C A, und A ist genau dann offen, wenn A° = A, und
genau dann ist A abgeschlossen, wenn A = A.

Beispiele Als Abstand dient in den folgenden Beispielen immer d(z,y) = |z —y|.

(1) M=R, A=(0,1). Dann ist A° = A, ( )
A=10,1], A offen, 0A = {0,1}. 0 1

(2) M =R, A=]0,1]. Dann ist A° = (0,1), [ ]
A=A, A abgeschlossen, 04 = {0,1}. 0 1

3) M=C, A={ze€C:|z] <1} 1

Dann ist A° = {z € C: |z| <1},
0A={ze€C:|z| =1}, A=A A
abgeschlossen.

(4) M =R, A={1,1/2,1/3,1/4,...}. JHH |

0 1

Dannist A° = (), A= AU{0}, A = AU{0}, 0 ist einziger Hiufungspunkt,
A ist weder offen noch abgeschlossen.

N | = ——

(5) M =R, A= Q. Dannist A° =0, A=0A =R, A weder offen noch
abgeschlossen.

(6) M =R, A=R.Dannist A°=A = A, dA =), A offen und abgeschlossen.
(7) M =R, A=(.Dannist A°= A=A, 9A = (), A offen und abgeschlossen.
(8) M =1[0,11U[2,3], A=10,1]. Dannist A°=A= A, 0A =0, A offen und

abgeschlossen.
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(9) M=C, A=[0,1]. Dann ist A° =(), A=A, A = A, A abgeschlossen. =

Beachten Sie: Betrachtet als Teilmenge von R ist das Intervall [0, 1] nicht offen.
Dagegen ist [0, 1] offen, wenn man dieses Intervall als Teilmenge von [0, 1] U [2, 3]
betrachtet. Auch die Eigenschaft der Abgeschlossenheit einer Menge A héngt vom
Raum M ab, in dem man A betrachtet.

Wir iiberlegen uns nun einige Eigenschaften offener bzw. abgeschlossener Mengen.
Dabei sei stets (M, d) der zugrundeliegende metrische Raum.

Satz 3.8 Die Mengen M und () sind sowohl offen als auch abgeschlossen und
haben beide () als ihren Rand.

Dies folgt aus den Definitionen.

Satz 3.9 Sei x € M und e positive reelle Zahl. Dann ist
(a) Ue(z) :={y € M : d(z,y) <e} offen,
(b) Ko(z):={ye M :d(x,y) <e} abgeschlossen.

Die Mengen U, (z) bzw. K.(x) heiBen auch offene bzw. abgeschlossene Kugel um
x vom Radius €.

Beweis (a) Sei 2* ein Punkt aus U.(z), d.h. d(x,z*) < e. Miissen zeigen: x* ist
innerer Punkt von U (). Wéhlen dazu r € R so, dass

0<r<e—dxx").
Fiir jeden Punkt y aus U, (x*) ist
d(z,y) < d(z,z") +d(z",y) < d(z,z") +1r <e.

Es ist also y € U.(x), und da y aus U,(x*) beliebig gewéhlt war, ist ganz U, (z*)
in U.(z) enthalten.

(b) Sei z* Haufungspunkt von K_.(x). Miissen zeigen, dass x* zu K.(z) gehort.
Wir gehen indirekt vor, nehmen also an, dass 2* ¢ K.(z) bzw. d(x,z*) > . Dann
withlen wir » € R so, dass 0 < r < d(z,z*) — . Fiir jeden Punkt y € U, (2*) ist

A, ") < d(z,y) +d(y,2*) < d(a,y) + 7 < d(,y) + d(w.27) — <,
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also d(z,y) > e. Es liegt also kein Punkt von K (z) in U.(z*). Andererseits muss
jede Umgebung von z* (also auch U, (z*)) Punkte aus K.(x) enthalten, da ja z*
Héufungspunkt von K (x) ist. Widerspruch. n

Satz 3.10 Jede Menge, die nur ein Element enthdlt, ist abgeschlossen.
Beweis Ubung.

Satz 3.11 Eine Menge A C M st genau dann offen, wenn thr Komplement
M\ A abgeschlossen ist.

Beweis (=) Sei zunéchst A offen und z ein Haufungspunkt von M\ A. Ange-
nommen, = liegt in A. Dann gibt es eine Umgebung U.(z), die ganz in A liegt.
In dieser Umgebung liegen keine Punkte aus M\ A. Also kann x kein Haufungs-
punkt von M\A sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch war:
x liegt also in M\ A. Da x ein beliebiger Haufungspunkt von M\ A ist, ist M\ A
abgeschlossen.

(<) Sei M\ A abgeschlossen und = € A. Da M\ A abgeschlossen ist, ist « kein
Haufungspunkt von M\ A. Es gibt daher eine Umgebung von x, die keinen Punkt
aus M\ A enthilt. Diese Umgebung liegt vollstéindig in A. Damit ist = innerer
Punkt von A, und da x beliebig aus A gewahlt war, ist A offen. ]

Folgerung 3.12 FEine Menge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn thr
Komplement M\ A offen ist.

Satz 3.13 Fiir jede Teilmenge A C M ist
(a) ihr Inneres A° offen,
(b) ihre Abschlieffung A abgeschlossen,
(¢) ihr Rand OA abgeschlossen.

Beweis (a) Sei z € A°. Dann gibt es eine Umgebung U, (z), die ganz in A liegt.
Wir wollen zeigen, dass U.(z) sogar in A° liegt. Dazu sei y € U.(z) beliebig. Da
U.(x) nach Satz 3.9 (a) offen ist, gibt es eine Umgebung U, (y), welche in U, (z)
enthalten ist. Offenbar ist U,(y) dann auch in A enthalten. Damit ist y innerer
Punkt von A, also y € A°. Da y € U.(z) beliebig war, ist U.(x) C A°. Also ist
innerer Punkt von A°, und A° offen.

(b) Sei x ein Haufungspunkt von A. Wenn  zu A gehért, dann liegt = auch in A,
und wir haben nichts zu beweisen. Fiir das Weitere nehmen wir daher x ¢ A an.
Sei U.(z) eine Umgebung von x. Da x Haufungspunkt von A ist, liegt in U, jo(x)
wenigstens ein Punkt y aus A. Dieser Punkt kann zu A gehoren (Fall 1) oder
nicht (Fall 2). Im 2. Fall ist y ein Hiaufungspunkt von A. In jedem Fall liegt in
U./2(y) wenigstens ein Punkt z € A. Fiir diesen gilt:

d(x,z) < d(z,y) +dly,z) <e/2+¢/2=¢,
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d.h. z € U.(z). In jedem Fall liegt in U.(z) wenigstens ein Punkt aus A, der von x
verschieden ist (da ja z ¢ A). Also ist x Hiufungspunkt von A, d.h. insbesondere
r € A. Da jeder Haufungspunkt von A zu A gehort, ist A abgeschlossen.

(¢) Sei  Haufungspunkt von 0A und U.(z) eine beliebige Umgebung von x. Dann
liegt in U.(x) wenigstens ein Punkt y € 0A. Sei U, (y) eine Umgebung von y, die
ganz in U.(x) liegt. Day € 0A, gibt es Punkte z; € Aund 2z, € M\ A, die in U, (y)
und folglich auch in U.(x) liegen. Jede Umgebung von z enthilt also Punkte aus
A und Punkte aus M\ A. Also ist # Randpunkt. ]

Den Beweis der beiden folgenden Aussagen sollten Sie zur Ubung selbst versu-
chen:

Satz 3.14 Fir jede Teilmenge A von M gilt
A=AU0A, A°=A\0A, A°NOA=0, A°UJA=A.

Satz 3.15 (a) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen. Der Durch-
schnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

(b) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Der
Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Schliefllich vereinbaren wir noch:

Definition 3.16 Eine Menge A C M heifit beschrénkt , wenn es ein x € M und
ein e > 0 so gibt, dass A C U.(z). Die Menge A heifst dicht in M, wenn A = M.

Beispielsweise ist Q dicht in R. (Warum?)

3.4 Folgen in metrischen Radumen
In diesem Abschnitt sei (M, d) ein metrischer Raum.

Definition 3.17 Fine Folge in M ist eine Abbildung N — M.

Eine Folge ordnet also jeder natiirlichen Zahl n ein Element a(n) aus M zu. Statt
a(n) schreibt man meist a,, und die Folge gibt man oft in der Form (a,,)nen oder
(an)n>0 oder (ag,ay,as,...) an. Oft ldsst man Folgen auch erst bei n = 1 oder
n = ng mit einem ng € N beginnen.

Die folgende Definition ist eine der wichtigsten in diesem Semester.

Definition 3.18 Fine Folge (ay)nen tn M heif$t konvergent , wenn es ein Ele-
ment a € M mit folgender Eigenschaft gibt: fiir jede reelle Zahl e > 0 gibt es eine
natirliche Zahl N (die von € abhingen kann), so dass

d(a,a,) <e firalle n> N.
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Es bietet sich an, an dieser Stelle die Quantoren ¥V und 3 einzufiihren: V steht fiir
“fiir alle”, und 3 fiir “es existiert”. Konvergenz von (a,)nen heifit dann: es gibt
ein Element a € M mit folgender Eigenschaft:

Ve>0 INeN Vn>N: da,a,) <e.
Da d(a,ay) < € gleichbedeutend mit a,, € U.(a) ist, kénnen wir auch sagen:

Jede Umgebung von a enthdlt alle Glieder der Folge (a,) mit Ausnah-
me hdochstens endlich vieler.

Wir werden gleich sehen, dass es fiir jede konvergente Folge (a,,),en nur ein solches
Element a geben kann. Dieses heifit der Grenzwert der Folge (ay)nen, und man
schreibt

a= lim a, oder a, —a fur n — oo.
n—oo

Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent. Schliellich heifit eine Folge (a,,)
beschrinkt, wenn ihr Wertebereich (also die Menge der a,,) beschriankt ist.

Beispiele (1) Sei M = R, d(z,y) = |x — y|. Die Folge (a,),>1 mit a, = 1/n
konvergiert gegen a = 0. Es ist ndmlich

d(a,a,) =d(0,1/n) =10 —1/n| = 1/n.

Dies ist sicher dann kleiner als ein beliebig vorgegebenes € > 0, wenn n > 1/e.
Wiihlen wir fiir V also eine natiirliche Zahl mit N > 1/e, so sind alle Anforde-
rungen aus Definition 3.18 erfiillt.

(2) Sei (M,d) wie in Beispiel (1) und a, = 1/n* mit k,n € N und k,n > 1.
Dann konvergiert die Folge (a,),>1 ebenfalls gegen 0. Um

d(a,a,) = d(0,1/n") = 1/nF

kleiner als ein vorgegebenes € > 0 zu machen, muss 1/n* < & bzw. n > {“/m
sein. Wéhlen wir also N € N grofler als ’\“/1_/5, sind die Bedingungen aus der
Definition erfiillt.

(3) Sei M = R? mit dem Euklidschen Abstand und a, = (1- 2,2+ %) € R% Wir
wollen zeigen, dass die Folge (a,),>1 gegen den Punkt a = (1,2) € R? konvergiert.
Zunéchst ist

1 2 1 2 1 1
dasan) =\[(1=1=1) + (24 5-2) =5+ o

Natiirlich konnte man versuchen, die Ungleichung «/# + # < ¢ nach n umzu-

stellen und so eine untere Schranke fiir N zu gewinnen. Da wir aber nicht am
kleinstmoglichen N interessiert sind, schétzen wir vorher ab:

/1 1 [2 V2 2
d(a,a,) = ﬁjLﬁS ﬁ:7<ﬁ'
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Um % kleiner als € zu machen, geniigt es, N > % und n > N zu wéhlen.

(4) Sei M = C mit dem Betragsabstand und a, = i". Die Folge (a,)nen ist
divergent. Wir iiberlegen uns dies indirekt. Angenommen, a € C ist Grenzwert
von (a,). Da diese Folge jede der Zahlen 1,7, —1, —i unendlich oft enthélt, miisste
jeder dieser Zahlen in jeder noch so kleinen Umgebung von a liegen, z.B. in U 1 (a).
Nach der Dreiecksungleichung wére dann

1 1
d(1,-1) <d(1,a) +d(a,—1) < 3 + 3= 1,
was offenbar falsch ist. ]
Wir iiberlegen uns nun einige einfache Eigenschaften konvergenter Folgen.

Satz 3.19 Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmit.

Beweis Angenommen, die Folge (a,),en konvergiert fiir n — oo sowohl gegen o’
als auch gegen a”. Fiir beliebiges ¢ > 0 gibt es dann Zahlen N" und N” so, dass

d(d',a,) <e/2 firallen>N" und d(a" a,) <e/2 fiirallen > N".
Sei N :=max {N’, N"}. Fiir alle n > N gilt dann
0<d(d,d") <d(d,a,)+d(d" a,) <e/2+¢c/2=c¢.

Fiir jedes ¢ > 0 ist also 0 < d(a’, a”) < e. Nach Folgerung 1.21 ist dann d(d’, a”) =
0, dh. d =d". m

Satz 3.20 Konwvergente Folgen sind beschrdnkt.

Beweis Sei (a,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es eine Zahl
N so, dass
d(a,a,) <1 firalle n>N.

Wir wahlen r € R so, dass
r > max {1, d(a,ap),d(a,ay),...,d(a, aN,l)}.
Dann liegen alle Folgenglieder a,, in U,.(a). ]

Beispielsweise ist die Folge (a,,) mit a,, = n? unbeschrinkt und folglich divergent.
Beispiel (4) zeigt, dass die Umkehrung von Satz 3.20 nicht gilt.

Es sei (an)nen eine Folge in einem metrischen Raum und (k,)nen eine Folge
natiirlicher Zahlen mit kg < k1 < ko < .... Dann heifit die Folge (ag,)nen eine
Teilfolge der Folge (a,). Wir greifen also aus (a,) gerade die Folgenglieder mit
den Indizes k,, heraus. Fir a,, = % und k,, = 2n ist etwa

( )OO _<1 111 )
a/k-n n=1 — 2,4,6,8,... .
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In der Sprache der Abbildungen kénnen wir den Begriff “Teilfolge” auch wie folgt
erklaren: Sei a : N — M Folge und k : N — N streng monoton wachsend (d.h.
fir alle n € Nist k(n) < k(n + 1)). Dann heifit a o k eine Teilfolge von a.

Satz 3.21 Ist (a,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a, so konvergiert auch
jede Teilfolge von (a,) und hat ebenfalls den Grenzwert a.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition. Besitzt also eine Folge eine divergente
Teilfolge, so ist sie selbst divergent.

3.5 Vollstindige metrische Riume

Wollen wir die Konvergenz einer Folge mittels Definition 3.18 iiberpriifen, so
miissen wir ihren Grenzwert bereits kennen (oder wenigstens vermuten). Man
wiinscht sich daher Konvergenzkriterien, die man anwenden kann, ohne den
Grenzwert im voraus erahnen zu miissen. Wir beschreiben in diesem Abschnitt
das fiir die Analysis niitzlichste Konvergenzkriterium. Sei wieder (M, d) ein me-
trischer Raum.

Definition 3.22 FEine Folge (a,) in M heifst Fundamentalfolge oder Cauchy—
Folge , wenn fiir jedes reelle ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass

d(an,ay) < e fir allen,m > N.
Satz 3.23 Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge.

Beweis Es sei (a,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a, und sei € > 0. Dann
gibt es ein N so, dass

d(a,a,) <e/2 firallen > N.

Fiir alle m,n > N ist dann wegen der Dreiecksungleichung
d(am,an) < d(am,a) +d(a,a,) <e/2+¢e/2=¢ n

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Satz 3.23 in allgemeinen
nicht gilt: Wir betrachten dazu die Folge des Babylonischen Wurzelziehens. Es
ist also z > 1 und

1 T .
Wy =T, Wpy1 = §(wn + w_) fir n > 0.

Aus Abschnitt 1.3 wissen wir, dass (w,),>o eine fallende Folge positiver Zahlen
ist und dass fiir ihr Infimum w := inf{w, : n € N} gilt: w = y/x. Wir iiberlegen
uns nun, dass die Folge (w,,) sogar gegen w konvergiert.

Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Nach Satz 1.13 gibt es ein Folgenglied wy mit
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w < wy < w+ e. Da die Folge (w,) monoton fillt und w das Infimum der w,
ist, folgt
w<w, <wy <w-+e furallen> N.

Fiir alle n > N ist also d(w, w,) = |w—w,| < e. Somit ist tatsdchlich lim w,, = w.
Die Folge (w,) konvergiert also fiir jeden Startwert wy > 1 und ist demzufolge
nach Satz 3.23 eine Fundamentalfolge in R. Sei nun speziell wg = 2. Man iiber-
priift leicht, dass dann alle w,, rationale Zahlen sind (z.B. mit vollstandiger In-
duktion). Fiir diesen Startwert ist (w,) also sogar eine Fundamentalfolge in Q.
Diese Folge ist aber in Q nicht konvergent, da /2 keine rationale Zahl ist. [

Definition 3.24 Fin metrischer Raum (M,d) heifit vollstindig, wenn in ihm
jede Fundamentalfolge konvergiert.

Wie das soeben betrachtete Beispiel zeigt, ist der Raum Q der rationalen Zahlen
mit dem Betragsabstand nicht vollstandig. Wir werden etwas spéter sehen, dass
die Rdume R und C mit dem Betragsabstand und auch die Rdume R" mit dem
Euklidschen Abstand vollstéindig sind. Dies ist der wesentliche Grund fiir die
Unentbehrlichkeit der reellen Zahlen in der Analysis.

Wir sehen uns noch einige wichtige Eigenschaften vollstdndiger metrischer Rdume
an.

Satz 3.25 (Cantorscher Durchschnittssatz) Sei (M, d) ein vollstindiger me-
trischer Raum. Fir die abgeschlossenen Kugeln K, (z,) :={y € M : d(y,z,) <
rn} soll gelten:

K, (tpi1) C K, (2,) fir allen und  lim 7, =0

n—o0

Dann gibt es genau einen Punkt x* € M so, dass x* in jeder der Kugeln K, (z,)
liegt.

Beweis Wir wollen zeigen, dass der Durchschnitt N, K., (z,,) genau ein Element
enthélt. Wir zeigen zuerst, dass dieser Durchschnitt nicht leer ist und {iberlegen
uns dazu, dass die Folge (x,) der Kugelmittelpunkte eine Fundamentalfolge ist.

Sei € > 0. Wegen r, — 0 gibt es ein N € N so, dass
0<r,<e firallen> N.

Seien m,n > N. Wegen der Einbettungseigenschaft gilt z,, € K, (z,,) fallsn > m
und z,, € K, (z,) falls m > n. In jedem Fall ist

d(xp, xmy) < max{r,,r,} <e.

Also ist (z,,) tatséchlich eine Fundamentalfolge. Da der Raum (M, d) vollsténdig
ist, besitzt diese Folge einen Grenzwert, den wir mit z* bezeichnen.
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Wir zeigen nun, dass z* in jeder der Kugeln K, (z,) liegt. In K, (z,) liegen
wegen der Einbettungseigenschaft aller Glieder der Folge (z,,, Ty 41, Tnio, - . .), die
nach Satz 3.21 ebenfalls gegen z* konvergiert. Also liegt x* in der AbschlieBung
von K, (z,). Da K, (z,) bereits abgeschlossen ist (Satz 3.9 (b)), gehort z* zu
K, (z,).

Abschlieflend iiberlegen wir uns, dass N, K, (z,) keine zwei voneinander verschie-
denen Punkte enthélt. Angenommen, z* und z** liegen in N, K, (z,). Fir jedes
e > 0 findet man ein n so, dass 2r, < ¢ (da ja r, — 0). Fiir dieses n ist

0 <d(z",2™) < d(z",z,) + d(x,, ™) < 2r, < e.

Es ist also 0 < d(z*, ™) < € fur jedes € > 0. Nach Folgerung 1.21 muss dann
d(z*, z**) =0, d.h. * = 2™ sein. n

Dieser Satz gilt auch in einer allgemeineren Form. Dazu definieren wir den Durch-
messer einer beschrinkten Menge A C M durch

diam A := sup {d(z,y) : z,y € A}.

Satz 3.26 (Cantorscher Durchschnittssatz) FEs sei (M,d) ein vollstindiger
metrischer Raum und (F),) eine Folge nichtleerer abgeschlossener Teilmengen von
M mit folgenden Eigenschaften:

F,.1 CF, firallen, und lim diam F,, = 0.

n—oo
Dann ist der Durchschnitt N, F,, nicht leer und besteht aus genau einem Punkt.

Der Beweis verldauft genau wie der von Satz 3.25. Anstelle der Mittelpunkte der
Kugeln K, (x,) wihlt man irgendwelche Punkte z,, € F,,, und die Rolle der Ra-
dien r,, wird von den Durchmessern diam F,, iibernommen. Die Details sollten Sie
selbst ausarbeiten.

Anmerkung In den Definitionen der Begriffe innerer Punkt, Hdufungspunkt usw.
kommt die Abstandsfunktion explizit nicht vor. Es geniigt, wenn man den Begriff der
Umgebung voraussetzt. Auch den Grenzwert einer Folge kann man einfithren, wenn
man den Begriff der Umgebung eines Punktes zur Verfiigung hat. Dies fiithrt uns auf
folgende Idee: Ist M eine nichtleere Menge, so geben wir uns nicht eine Abstands-
funktion auf M vor, sondern fiir jeden Punkt die Menge seiner Umgebungen. Dies
wiederum ist im wesentlichen nichts anderes, als sich die Menge der offenen Mengen
auf M vorzugeben.

Definition 3.27 Sei M eine nichtleere Menge, und T sei eine Menge von Teilmengen
von M. Man nennt T eine Topologie auf M wund (M,7T) einen topologischen Raum ,
wenn

(a) VeT, MeT.

42



(b) Der Durchschnitt endlich vieler Elemente von T liegt in T .
(¢) Die Vereinigung beliebig vieler Elemente aus T liegt wieder in T .

Ist (M,d) ein metrischer Raum, so wissen wir aus Satz 3.8 und Satz 3.15, dass die
Menge aller offener Teilmengen von M eine Topologie auf M bildet. Ist nun (M,7)
ein topologischer Raum und x € M, so heifit jede Menge U € 7 mit x € U eine
Umgebung von x. Die Definitionen aus Abschnitt 3.3 lassen sich nun wortwortlich auf
topologische Réume iibertragen. NICHT iibertragen ldsst sich jedoch die Definition
einer Fundamentalfolge. Hierfiir ben6tigt man eine zusétzliche Struktur, die Umgebun-
gen verschiedener Punkte vergleichbar macht.

Fiir jede nichtleere Menge M sind die Mengen

T = {®7 M}7
7Ty = Menge aller Teilmengen von M

Topologien auf M. Wann konvergiert eine Folge beziiglich einer dieser Topologien?
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4 Zahlenfolgen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Folgen reeller oder komplexer Zahlen.

4.1 Rechnen mit Grenzwerten

Wir beginnen mit einigen einfachen Regeln fiir den Umgang mit konvergenten
Zahlenfolgen, die ohne das Vollstéindigkeitsaxiom auskommen.

Satz 4.1 Seien (a,), (b,) konvergente Folgen reeller Zahlen, und fir alle n € N
gelte a,, < b,. Dann ist auch lima, <limb,.

Beweis Sei a := lima, und b := limb,. Angenommen, es wire a > b. Dann
wihlen wir ein ¢ € (0,%?%) sowie Folgenglieder a, € U.(a) = (a — ¢,a + ¢)
und b, € U.(b) = (b —¢€,b+ ¢) (diese a, und b, gibt es nach Definition des
Grenzwertes).

Nun ist
a—>

an—bn2(@—5)—(6—1—5)2&—1)—2522( —5>>0.

Die Aussage a,, > b, steht im Widerspruch zur Voraussetzung. [

Die Aussage des Satzes bleibt richtig, wenn man a, < b, fiir alle n aus einer
unendlichen Teilmenge von N voraussetzt. Es ist aber NICHT richtig, dass aus
a, < b, fir alle n € N folgt: lima,, < limb,,.

Satz 4.2 (EinschlieBungskriterium) Seien (a,), (b,), (¢,) Folgen reeller Zah-
len mit a, < b, < ¢, fir alle n € N. Falls die Folgen (a,) und (c,) konvergieren
und den gleichen Grenzwert a besitzen, so konvergiert auch die Folge (b,), und
thr Grenzwert ist ebenfalls a.

Beweis Offenbar liegt wenigstens einer der Punkte a,, ¢, nicht ndher an a als
b, d.h. es ist

la — b,| <max{|a — a,|,|a —c,|} fiir alle n € N.

Sei € > 0 beliebig. Dann finden wir Zahlen N, Ny so, dass |a—a,| < ¢ firn > N;
und |a — ¢,| < e fiir n > Ny. Fiir alle n > N := max { N, Ny} ist

la — b, <max{|a—anl,|a —c,|} <e,
d.h. die Folge (b,) konvergiert gegen a. [

Eine Folge (a,) komplexer Zahlen heifit Nullfolge, wenn lima,, = 0.
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Satz 4.3 Das Produkt (a,b,) einer beschrinkten Folge (b,) mit einer Nullfolge
(ay) ist wieder eine Nullfolge.

Beweis Da (b,) beschrénkt ist, gibt es ein M > 0 so, dass |b,| < M fiir alle n.
Fiir jedes n ist dann
0 < lapbn| = |an| [ba] < Mlan|.

Wegen lima,, = 0 folgt die Behauptung aus dem EinschlieBungskriterium (Satz
4.2). n

Satz 4.4 Seien (ay), (b,) konvergente Folgen komplexer Zahlen. Dann gilt
(a) lim, o (ay £ b,) = lim,, .o a, +1lim, o b,.
(b) lim,, o (anby) = lim,, . a, - lim, .o b,.

(c) falls alle b, # 0 und lim,, o b, # 0 : lim, Z—: = limp—coan

T limp—oo bn

Dieser Satz ist (z.B. im Teil (a)) wie folgt zu lesen: Wenn die Folgen (a,) und
(b,) konvergieren, dann konvergiert auch die Folge (a, + b,), und ihr Grenzwert
kann wie angegeben bestimmt werden. Zu (¢) sei vermerkt, dass aus limb,, # 0
bereits b, # 0 fiir alle hinreichend grofien n folgt.

Beweis Es sci a :=lima, und b := limb,,.

(a) Wir zeigen die Aussage fiir die Addition. Sei € > 0 beliebig. Dann findet
man Zahlen Ny, Ny so, dass |a—a,| < ¢/2 fiir alle n > Ny und [b—b,,| < ¢/2
fiir alle n > Nj. Sei N := max { Ny, No}. Fiir alle n > N gilt dann

l(a+b) — (an +b,)] = |(a—an)+ (=0, <l|a—a,|+1[b—0b, <e.

(b) In der Abschitzung

0 <|ab—aub,| = l|ab— ab, + ab, — a,b,| = |a(b—b,) + (a — a,)by|
< Ja||b—by| + |a — ay,]|by] (4.1)

sind die Folgen (|a|) und (|b,|) beschrinkt (Satz 3.20), und die Folgen
(|b = by]) und (Ja — a,|) sind Nullfolgen. Nach Satz 4.3 sind dann auch
(|la| [b—by|) sowie (|a — a,||b,|) Nullfolgen. Aus Teil (a) dieses Satzes folgt,
dass die rechte Seite von (4.1) fiir n — oo gegen 0 strebt. Das Einschlie-
Bungskriterium (Satz 4.2) liefert schlielich, dass |ab — a,b,| — 0.

(c) Wir iiberlegen uns zuerst, dass die Folge
(1/b,) beschriankt ist. Wegen lim b, = b
gibt es ein N € N so, dass |b—b,| < |b|/2
fiir alle n > N.

o=
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Fiir diese b,, gilt offenbar |b,| > |b|/2 bzw. |1/b,, | < 2/|b|]. Wir setzen

1 2
M := max { }
by l’ 62 bN 117 ]0]
Dann gilt |1/b,| < M fiir alle n € N. Die Folge (1/b,,) ist also beschrinkt.
Nun ist
0 < a ap a a+a an, (1 1)+1( )
———|=lr—-—F———|=lal-—— )+ —(a—ay
— b b, b b b, by b by bn,
= |t =0 (= an)] < [ o = b1+ [y [la = an
und wir kénnen wie in Teil (b) argumentieren, um die Konvergenz von a,, /b,
gegen a/b zu erhalten. n
34
Beispiele (1) Esseia, = gz;r_?’z;g Wegen a,, = ﬁ und wegen limy, o = =

0 fiir £ = 1,2 (vgl. Beispiel (2) aus Abschnitt 3.4 gilt "nach Satz 4.4 lim, a, = %

5
]
(2) Es ist
n+1 .1 n’+n 1 144
11 2— = hm —2—:11m —ﬁ
n—oo N* +n + 2 n—oo NNt 4+n+2 noonl4 o4 5
14+ 1L

— lim - lim 4—0.1:. m

Definition 4.5 FEine Folge (a,,) reeller Zahlen hezﬂt bestlmmt divergent mit dem
uneigentlichen Grenzwert +oo (bzw. —o0), wenn fir jedes w > 0 ein N € N
existiert, so dass a, > w fir allen > N (bzw. a, < —w fir allen > N). In
diesem Fall schreiben wir lim,, . a, = +0oo (bzw. lim, ., a, = —0).

Beispiel Die Folge (a,) mit a,, = n? divergiert bestimmt gegen +oco. Ist nimlich
w > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es nach Satz 1.20 ("Archimedisches Axiom’)
ein N € N mit N > y/w. Fiir alle n > N gilt dann

a, =n®>>N?>w.

Dagegen ist die Folge (b,) mit b, = (—1)"n? divergent, aber nicht bestimmt
divergent. n

4.2 Die Vollstindigkeit von R

Unser néchstes Ziel ist es, die Vollstédndigkeit des metrischen Raumes (R, |- |) zu
zeigen. Auf dem Weg dahin leiten wir einige Konvergenzkriterien ab. Die Beweise
der beiden ersten Sétze sind uns im wesentlichen bereits bekannt.

Eine Folge (a,) reeller Zahlen heiit monoton wachsend (bzw. monoton fallend),
wenn a, < a,4 fir alle n (bzw. a,, > a, fir alle n).
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Satz 4.6 Jede monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge (a,) reeller
Zahlen ist konvergent, und es gilt:

lim a, =sup{a,:n € N}
Jede monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge (ay) reeller Zahlen ist
konvergent, und es gilt

lim a, =inf{a, :n € N}.
Der Beweis verlauft fiir monoton fallende Folgen genauso wie im Beispiel aus
Abschnitt 3.5, wo wir gezeigt haben, dass die (monoton fallende) Folge der Néahe-

rungswerte beim babylonischen Wurzelziehen gegen ihr Infimum konvergiert. Die-
ser Beweis kann leicht auf monoton wachsende Folgen iibertragen werden. (HA)

Satz 4.7 (Intervallschachtelungssatz) Fliir jedes n € N sei ein abgeschlosse-
nes Intervall I, = [a,,b,] (mit a, <b,) gegeben. Weiter gelte

I, C 1, fir jedes n und  lim (b, —a,) = 0.

n—oo
Dann ist der Durchschnitt N, I,, nicht leer und besteht aus genau einem Punkt.

Diese Aussage erinnert uns an den Cantorschen Durchschnittssatz. Da wir jedoch
noch nicht wissen, dass R vollsténdig ist, konnen wir uns nicht auf diesen Satz
berufen.

Beweis Wir sehen uns die Folgen (a,) bzw. (b,) der linken bzw. rechten Rand-
punkte der Intervalle I, an. Aus der Einbettungseigenschaft folgt, dass (a,) eine
monoton wachsende und nach oben (z.B. durch by) beschriankte Folge ist, und die
Folge (b,,) ist monoton fallend und nach unten (etwa durch ag) beschrinkt. Nach
Satz 4.6 sind beide Folgen konvergent. Wir bezeichnen den Grenzwert von (a,)
mit a und den von (b,) mit b. Dann ist a = b, denn

a —b=lima, — limb, = lim(a, —b,) = 0.

Wir zeigen weiter, dass a zu jedem Intervall I gehort. Fiir alle n > £ ist ndmlich
ap < a, < by, und Ubergang zum Grenzwert n — oo liefert a;, < a < by, also
a € Ij,. Insbesondere ist N,,1,, nicht leer.

SchlieBlich iiberlegen wir uns, dass a(= b) der einzige Punkt in N, 7, ist. Fiir
jeden Punkt z in NI, ist ja

a, < x <b, firallen.

Wir lassen in dieser Ungleichung n gegen oo streben und erhalten a < x < b,
woraus wegen a = b sofort z = a folgt. ]
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Satz 4.8 (Bolzano/Weierstraf}) Jede unendliche beschrinkte Teilmenge von
R besitzt einen Hdufungspunkt.

Beweis Sei M C R unendlich und beschrankt. Dann kann M sicher in ein
Intervall I; = [ay, b;] eingeschlossen werden. Das Intervall I; wird halbiert. Dann
gibt es eine Hélfte, in der unendlich viele Punkte aus M liegen. Diese Hélfte
bezeichnen wir mit I := [ag, bs).

L: : b
I a2 by
2! e —
I3: @, b

(Sollten in beiden Hélften von I; unendlich viele Punkte liegen, so wéhlen wir
eine dieser beiden als I5.) Nun halbieren wir I, und wéhlen eine der Hilften so,
dass sie unendlich viele Punkte aus M enthilt. Diese sei I3 := [a3, b3]. Wir fahren
auf diese Weise fort und erhalten eine Folge (I,,) abgeschlossener Intervalle mit
I,+1 C I, fiir alle n. Fiir die Intervalllingen gilt:

bn—1 — Qn—1 bn—2 — an_2 . by — az by —a

b=y = S = R S e

Da £ — 0, und da (5=) eine Teilfolge von (+) ist, folgt

lim (b, — a,) = 0.

Der Intervallschachtelungssatz ist somit anwendbar. Es gibt also genau einen
Punkt z aus R, der in jedem der Intervalle I, liegt.

Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, dass x Haufungspunkt von M ist. Sei
e > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es wegen lim(b, — a,) = 0 ein N € N so,
dass 0 < by —ay < . Wegen ay < = < by folgt daraus |ay — z| < € und
|z — bn| < e. Also ist [an,by] = In C U.(2).

e

T —€ any x by T+e

Da Iy nach Definition unendlich viele Punkte aus M enthélt, enthélt auch U.(x)
unendlich viele Punkte aus M. Da ¢ > 0 beliebig war, enthélt jede Umgebung
von x unendlich viele Punkte aus M. Also ist x ein Haufungspunkt von M. [

Der Satz von Bolzano/Weierstrafl wird oft in folgender Form benutzt:

Satz 4.9 (Bolzano/Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt
eine konvergente Teilfolge.

48



Beweis Sei (a,,) eine beschriankte Folge reeller Zahlen. Wir unterscheiden 2 Fille.
Fall 1: Die Menge {a,, : n € N} ist endlich. Dann muss es einen Wert, etwa ay,
geben, der in der Folge (a,) unendlich oft vorkommt. Es gibt also eine Teilfolge
(ax, ) von (a,) mit ax, = ay fiir alle n. Die Teilfolge (ag, ) ist konstant und daher
konvergent.

Fall 2: Die Menge {a,, : n € N} ist unendlich. Da diese Menge nach Voraussetzung
beschrénkt ist, besitzt sie nach Bolzano/Weierstral eine Haufungspunkt z. Wir
zeigen, dass x Grenzwert einer Teilfolge von (a,) ist. Diese Teilfolge ldsst sich
wie folgt konstruieren. In U;(x) liegen unendlich viele der Folgenglieder a,,. Wir
wihlen eines davon aus, das von x verschieden ist. Dieses sei etwa ag,. In Uy /2(33)
liegen ebenfalls unendlich viele der a,. Wir wéhlen eines davon, etwa ay,, und
zwar so, dass ap, # x und ky > k;. Dann wiéhlen wir aus Uy 3(x) ein ay, mit
ag, # x und k3 > ko und fahren so fort. Das Resultat ist eine Teilfolge (ay, ) von
(ay). Diese Teilfolge konvergiert gegen x, da nach Konstruktion

| —ag,| < 1/n fir alle n. n

Wir haben nun geniigend Vorbereitungen getroffen, um die Vollsténdigkeit von R
beweisen zu konnen. Die folgenden beiden Sétze driicken exakt das Gleiche aus.

Satz 4.10 Die Menge R, versehen mit dem Betragsabstand, ist ein vollstindiger
metrischer Raum.

Satz 4.11 (Cauchysches Konvergenzkriterium) FEine Folge reeller Zahlen
st genau dann konvergent, wenn sie eine Fundamentalfolge ist.

Beweis In Satz 3.23 haben wir bewiesen, dass jede konvergente Folge eine Fun-
damentalfolge ist. Zu zeigen ist also noch: jede Fundamentalfolge reeller Zahlen
konvergiert. Wir gliedern den Beweis in drei Schritte.

1. Schritt: Hier zeigen wir, dass jede Fundamentalfolge beschrinkt ist. Sei (a,)
eine Fundamentalfolge. Dann gibt es ein N € N derart, dass

la, —ay,| <1 firalle m,n > N.

Insbesondere ist |a, —ay| < 1 fiir alle n > N. Von der Stelle N an liegen also alle
Folgenglieder in der 1-Umgebung von ay. Nun vergroBern wir diese Umgebung
so weit, dass sie auch die iibrigen (endlich vielen) Folgenglieder ag,as, ... ,an_1
umfasst. In dieser vergréflerten Umgebung liegen alle Glieder der Folge. Also ist
die Folge (a,) beschrinkt.

2. Schritt: Aus Schritt 1 und dem Satz von Bolzano—Weierstrafl folgt sofort: Jede
Fundamentalfolge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

3. Schritt: Wir zeigen abschlieSend: Wenn eine Fundamentalfolge eine konver-
gente Teilfolge besitzt, so ist sie selbst konvergent.

Sei (a,) eine Fundamentalfolge, und (ay,, ) sei eine konvergente Teilfolge von (ay,)
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mit Grenzwert a. Weiter sei € > 0 beliebig vorgegeben. Da (a,) Fundamentalfolge
ist, gibt es ein N7 € N so, dass

|, — am| < e/2  fur alle m,n > Nj.
Da (ay, ) gegen a konvergiert, gibt es auerdem ein Ny € N so, dass
la —ay,| <e/2 fir alle n > Ns.
Wegen k,, > n gilt fir alle n > N := max { Ny, No}
la — an| = |la — ag, + ag, — ay| < |la —ag, |+ |ak, — an| < e.
Also konvergiert die Folge (a,) und hat a als ihren Grenzwert. m

Beachten Sie, dass die in den Schritten 1 und 3 formulierten Teilaussagen in
beliebigen metrischen Rdumen gelten.

4.3 Einige spezielle Grenzwerte

Beispiel 1 Sei r € R und a,, :=r" fiir n € N. Dann gilt

oo falls r>1 (bestimmte Divergenz)
lim a, = 1 falls r=1
0 falls re(—1,1),

und die Folge (a,) ist divergent, aber nicht bestimmt divergent, fiir » < —1. Es
gilt auch lim, ., ™ = 0 fiir r € C und |r| < 1. Dies sollen Sie in der Ubung
zeigen. [

Beispiel 2 Seir > 0. Fiir jede positive natiirliche Zahl n sei a,, := /r. Wir haben
uns bisher nicht iiber n. Wurzeln aus positiven reellen Zahlen unterhalten, falls
n > 2. Dies holen wir spéater nach. Im Moment geniigen uns die Kenntnisse aus
der Schule. Man kann /7 auch wie beim babylonischen Wurzelziehen erkléren.
Die durch den Startwert wg := r und die Rekursionsvorschrift

1
Wp1 = E((k’ — 1)'LUn + #) fir n Z 0

n

festgelegte Folge (w,,) konvergiert namlich gegen /7.
Wir zeigen nun, dass
lim a, = lim /r=1.

Sei zunéchst » > 1. Setzt man in der Bernoullischen Ungleichung

(14a)">1+mna furallea>—-1undneN
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fiir a den Wert /r — 1 ein, so erhilt man nach einfachen Umformungen

o< 1< =1
n

Wegen lim,, ., % = 0 folgt die Behauptung aus dem EinschlieBungskriterium
(Satz 4.2). Ist r € (0,1), so schreiben wir 7 als 1/s mit s > 1 und kénnen wegen

1 1 1
Jm, = lim f 75 T
(nach Satz 4.4) das Resultat fiir > 1 anwenden. n

Beispiel 3 Es ist lim {/n = 1. Um dies zu beweisen, leiten wir zunéchst die
folgende Ungleichung her:

TL2

Fiir alle x > 0 und jede natirliche Zahln > 2 gilt: (1 + x)" > T 2. (4.2)

Nach dem binomischen Satz ist namlich

a3 (1)t = () - 2o

da alle weggelassenen Summanden nicht negativ sind. Die zu zeigende Unglei-
chung folgt nun sofort aus

nn—1) n n?

2 2

Esist also 1 < /n <1+ \/lﬁ fiir alle n. Wir zeigen nun noch, dass

0. (4.3)

I 1
im — =
n—00 \/ﬁ
Sei £ > 0 beliebig vorgegeben und N > 1/¢2. Fiir alle n > N ist dann
0< ! < ! <
— < —=<e=.
~Vn T VN

Hieraus folgt (4.3), und das EinschlieBungskriterium (Satz 4.2) liefert die Be-
hauptung. ]
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Beispiel 4 Wir wollen zeigen, dass die Folge (a,) mit a, := (1 + )" konver-
giert. Dazu zeigen wir, dass diese Folge monoton wichst und nach oben durch 3
beschrankt ist. Satz 4.6 liefert dann die Existenz des Grenzwertes.

Monotonie Fiir n > 2 ist

ap _(n+1>n<n—1)n1_<n2—1>n n _(1_ 1>n n
Un_1 n n N n?2 n—1 n?) n—1"
Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt

1\n n 1

Damit erhalten wir

G, 2(1_1) n 1
Ap—1 n/ n—1

d.h. es ist a,, > a,_; fir alle n > 2.
Beschrinktheit Aus dem binomischen Satz folgt zunéchst

o (oL DT (D

Fiir alle k£ > 1 gilt die Abschétzung

(n)i_ n! i_in(n—l)...(n—k—l—l)<i
k)nk  El(n— k) nk k! n-n-...-n ~ K

Hieraus und mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe folgt

n 1 n 1 n—1 1
an = 1‘|‘Z <Z>ﬁ§1+§w=l+§o%

1
Qk—l'

<

1:
=3

Damit ist die Existenz des Grenzwertes lim(1 4 1)™ gesichert. Dieser Grenzwert
heifit Fulersche Zahl und wird mit e bezeichnet. Eine ndherungsweise Berechnung
liefert e = 2.7182.... Wir zeigen spéter, dass e irrational ist. ]
Beispiel 5 Fiir n > 1 sei a, := Y, (—1)¥7'+. Wir wollen die Konvergenz
der Folge (a,) nachweisen. Da diese Folge offenbar nicht monoton ist, arbeiten
wir mit den Cauchyschen Konvergenzkriterium. Wir zeigen also, dass (a,,) eine
Fundamentalfolge ist. Fiir m > n + 2 ist

e 1 1 " 1
. — -1 k—l_‘:‘ —1)" -1 k—l_‘
O — ] ]k_Z()k i R DRCE
1 @ 1
- - 2 ol o
k=n+2



Weiter ist

e (g ) ()
k- \n+2 n+3 n+4 n+5
k=n+2

sowie
= 1 1 1 1 1 1 1
S S S S (T R O
Mt ko n+2 n+3 n+4 n+5 n+6 n+2
Daraus und aus (4.4) folgt |a, — a,| < 5, und dies gilt nun sogar fiir alle
m > n. Zu vorgegebenem ¢ > 0 wéhlen wir N € N so, dass ﬁ < e. Fiir alle
m,n > N gilt dann

| | < { ! ! }< L .

Ay — ap| < max , < £.

n+1 m+1 N +1

Also ist (ay,,) eine Fundamentalfolge und damit konvergent. Man kann zeigen, dass
der Grenzwert dieser Folge gleich In 2 ist. [

4.4 Partielle Grenzwerte

Sei (M,d) ein metrischer Raum und (a,) eine Folge in M. Ein Punkt a € M
heiit partieller Grenzwert der Folge (a,), wenn es eine Teilfolge von (a,) gibt,
die gegen a konvergiert. Eine konvergente Folge besitzt genau einen partiellen

Grenzwert, ndmlich den Grenzwert dieser Folge. In den folgenden Beispielen ist
M =R.

Beispiele (1) Sei a,, = (—1)". Die Folgenglieder mit geraden Indizes sind gleich
1, die mit ungeraden Indizes gleich —1. Daher besitzt die Folge (a,) genau zwei
partielle Grenzwerte, namlich 1 und —1.

(2) Die Folge (1,1/2,1,1/3,1,1/4,...) hat 0 und 1 als ihre partiellen Grenzwerte.
(3) Sei (ay,) eine Folge, deren Werte die rationalen Zahlen aus (0, 1) durchlaufen
(eine solche Folge haben wir im Beweis der Abzahlbarkeit von Q konstruiert).
Dann ist jeder Punkt aus [0, 1] ein partieller Grenzwert der Folge (a,,). n

Satz 4.12 Sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann ist die Menge aller parti-
ellen Grenzwerte von (a,) abgeschlossen, beschrinkt und nichtleer.

Zum Beweis Aus dem Satz von Bolzano/Weierstrafl wissen wir, dass jede be-
schrinkte Folge reeller Zahlen eine konvergente Teilfolge besitzt. Also ist die
Menge der partiellen Grenzwerte von (a,) nicht leer. Dass diese Menge auch ab-
geschlossen und beschrankt ist, bleibt auch richtig, wenn in der Formulierung des
Satzes R durch einen beliebigen metrischen Raum ersetzt wird. Diesen Beweis
sollen Sie in der Ubung fithren. ]
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Wir betrachten nun ausschliefilich Folgen in R. Da die Menge der partiellen
Grenzwerte einer beschrinkten Folge nichtleer und beschriankt ist, besitzt sie
ein endliches Infimum und Supremum. Da diese Menge auflerdem abgeschlossen
ist, gehoren Infimum und Supremum zur Menge. Jede beschrinkte Folge reeller
Zahlen besitzt also einen kleinsten und einen gréfiten partiellen Grenzwert. Diese
heiflen der Limes inferior bzw. Limes superior von (a,) und werden mit

liminf a, bzw. limsup a,

n—00 n—00

bezeichnet. Ist die Folge (a,) nach unten bzw. oben unbeschrinkt, so schreibt
man auch
liminf a, = —oco bzw. limsup a, = +oc.

n—00 n—00

In den oben betrachteten Beispielen (2) und (3) ist offenbar liminf a,, = 0 und
limsupa, = 1. Es ist auch klar, dass eine beschriankte Folge (a,,) reeller Zahlen
genau dann konvergiert, wenn lim inf a,, = lim sup a,,, und dass in diesem Fall der
Grenzwert der Folge mit liminf a,, ibereinstimmt.

4.5 Die Vollstindigkeit von R* und C

Wir betrachten nun Folgen (a,,) in R, d.h. jedes Folgenglied a,, ist ein k—Tupel

(oder ein Vektor mit k Eintrdgen): a, = (ag), . ,a%k)). Jede Folge (a,) in R*
definiert £ “Koordinatenfolgen” (ag)), c (a%k)). Dies sind Folgen reeller Zahlen.
Satz 4.13 Sei (a,) eine Folge in R¥, und R* sei versehen mit dem Fuklidschen
Abstand. Dann gilt:

(a) Die Folge (a,) konvergiert genau dann in R, wenn jede ihrer Koordinaten-
folgen in R konvergiert. In diesem Fall gilt:

lim a, = (lim aV ..., lim ag"’))

n—oo n—oo n—oo

(b) Die Folge (a,) ist genau dann eine Fundamentalfolge in R*, wenn jede ihrer
Koordinatenfolgen eine Fundamentalfolge in R ist.

Beweis (a) Die Folge (a,) mit a, = (a%l),...,a%k)) konvergiere gegen a =

(aM, ..., a®™). Fiir jedes j = 1,..., k gilt dann

0<|a¥ —a9) < \/(ag) — a2+ 4 (@ —a®)2 = |, — a| — 0.
Die Folge (ag ))nzg konvergiert also gegen a?). Ist umgekehrt o — al fiir jedes
7 =1,...,k, so folgt

0< |lan —al*> = (@ —aM)? + ... + (a® —a®)? =0,
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und aus ||a, — al|* — 0 folgt ||a, — al| — 0.

(b) Ist (a,) Fundamentalfolge, so gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N derart, dass
la, — an|| < € fir alle myn > N. Fur alle j = 1,...,k und m,n > N gilt dann
auch

0< 109 — @] < /(0 — a2+ ...+ (@ — )2 = ||a, — anl| <.

d.h. jede Folge (ag ))nZO ist Fundamentalfolge. Sei umgekehrt (ag ))nZO eine Fun-
damentalfolge fiir jedes j = 1,... k. Fiir beliebig vorgegebenes ¢ > 0 findet
man Zahlen N; so, dass \a,(f) — a%3| < ¢/Vk fiir alle m,n > N;. Wir wihlen
N :=max {Ny,..., Ni}. Fiir alle m,n > N gilt dann

2 62

0 < [lan — am]® = (@® — a2 + ... + (a® — a®)? < %*“‘*E _
Aus ||a, — an||* < 2 folgt aber ||a, — a,| < € fir alle m,n > N. Also ist (a,,)
eine Fundamentalfolge. [

Satz 4.14 Fir jedes k > 1 ist der Raum R¥, versehen mit den Euklidschen
Abstand, vollstindig.

Beweis Ist (a,) Fundamentalfolge in R¥, so ist nach Satz 4.13 (b) jede Koor-

dinatenfolge (a,(lj )) Fundamentalfolge in R. Da R vollsténdig ist (= Cauchysches
Konvergenzkriterium), konvergiert jede Koordinatenfolge in R. Nach Satz 4.13
(a) konvergiert dann auch die Folge (a,) in RE. n

Folgerung 4.15 Der Raum (C, |- |) ist vollstindig.

Folgerung 4.16 In R* (insbesondere in C) gilt der Cantorsche Durchschnitts-
satz.

Folgerung 4.17 (Bolzano/Weierstraf3 in R")
(a) Jede unendliche beschrinkte Teilmenge des R besitzt einen Héiufungspunkt.

(b) Jede beschrinkte Folge in RF besitzt eine konvergente Teilfolge.

Wir skizzieren den Beweis der letzten Aussage. Ist (a,) eine beschrénkte Folge

in R*, so ist jede der Koordinatenfolgen (ag) ) beschrinkt in R. Nach Bolza-
no/Weierstral fiir R (= Satz 4.9) findet man eine Teilfolge (ay,) von (ay,), fiir

die die erste Koordinatenfolge (a,(;)) konvergiert. Fiir diese Teilfolge findet man
wiederum eine Teilfolge, fiir die auch die zweite Koordinatenfolge konvergiert.
Wir fahren so fort und erhalten schliefllich eine Teilfolge von (a,), fiir die jede
Koordinatenfolge konvergiert. Nach Satz 4.13 (a) ist diese Teilfolge selbst kon-
vergent. |
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Ein Ausblick: Julia—Mengen Diese nach Gaston Julia (1893 — 1978) benannten
Mengen zeigen, dass bereits einfachste Bildungsvorschriften fiir Folgen zu sehr komple-
xen Erscheinungen fithren kénnen. Wir fixieren eine komplexe Zahl ¢ und betrachten
fiir jeden Startwert zg € C die durch

Zna1 ::z721+c, neN

bestimmte Folge (z,). Offenbar gibt es fiir jeden Startwert zy genau zwei Moglichkei-
ten: entweder die Folge (z,) ist beschriankt, oder sie ist unbeschréinkt. Die Menge aller
Startwerte, fiir die die Folge (z,) beschrinkt bleibt, heifit die Gefangenenmenge des
Parameters ¢, und die {ibrigen Startwerte fasst man zur Fluchtmenge von ¢ zusam-
men. Beide Mengen sind nicht leer. Da die Gleichung 2% + ¢ = z stets eine komplexe
Losung besitzt, gibt es ndmlich Startwerte, fiir die die Folge (z,) konstant ist. Also
ist die Gefangenenmenge nicht leer. Andererseits kann man sich leicht iiberlegen, dass
geniigend grofle Startwerte immer in der Fluchtmenge liegen. Unter der Juliamenge
des Parameters ¢ versteht man den gemeinsamen Rand der Gefangenen— bzw. Flucht-
menge von c¢. Fiir ¢ = 0 rechnet man leicht nach, dass die Gefangenenmenge gerade
die Einheitskreisscheibe {z € C : |z| < 1} und die Juliamenge die Einheitskreislinie
{z € C: |z| = 1} ist. Bei anderen Parametern ¢ wird man in der Regel wesentlich kom-
pliziertere (und auch #sthetisch ansprechende) Juliamengen erhalten. Eine Auswahl von
Bildern solcher Mengen finden Sie beispielsweise in den Biichern von Peitgen, Jiirgens
und Saupe: “Bausteine des Chaos: Fraktale” und “Chaos: Bausteine der Ordnung”.
Auch die berithmte Mandelbrot—-Menge (auch als “Apfelménnchen” bekannt) lésst sich
auf dhnliche Weise definieren. Sie besteht genau aus den Zahlen ¢ € C, fiir die die durch
20 := cund 2,1 = 22 + c erkliirte Folge beschrinkt ist. Zwischen Juliamengen und der
Mandelbrotmenge gibt es zahlreiche Verbindungen. Auf eine davon gehen wir spéter
ein.
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5 Zahlenreihen

Mit Hilfe der Korperaxiome lassen sich Summen endlich vieler Zahlen erkléaren. In
diesem Abschnitt untersuchen wir Summen unendlich vieler Zahlen — so genannte
Reihen. Dazu betrachten wir Reihen als spezielle Folgen.

5.1 Konvergenz von Reihen

Definition 5.1 Sei (a,),>0 eine Folge komplezer Zahlen, und sei s, := Y ,_, .
Die Folge (s,)n>0 heifst die zu (a,) gehdrende Reihe. Die Zahlen a, heiflen die
Glieder der Reihe, und die s, ihre Partialsummen. Ist die Folge (s,) konvergent
und s thr Grenzwert, so heifft die Rethe konvergent, die Zahl s heifft Summe
dieser Reihe, und man schreibt s =)~ ax.

Eine Reihe ist also die Folge ihrer Partialsummen. Haufig wéhlt man ) ;2 ay
auch als Bezeichnung fiir die Reihe (s,). Aus dem Kontext wird in der Regel
klar, ob "% a; fiir die Reihe selbst oder fiir ihre Summe steht.

Es macht offenbar keinen Sinn, Reihen in allgemeinen metrischen Rdumen zu
betrachten. Man kann aber Reihen in R¥ und insbesondere in C definieren, und
viele der nachfolgenden Resultate gelten auch fiir Reihen in R* und in
C (gegebenenfalls nach Ersetzen des Betrages durch die Euklidsche Norm).

Satz 5.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen) Die Reihe
Y reo @k konvergiert genau dann, wenn es fir jedes e > 0 ein N € N gibt, so dass

m
‘ Z ak’:]an+1+...+aml<€ fiir alle m > n > N.
k=n-+1

Beweis Wir wenden das Cauchysche Konvergenzkriterium auf die Folge (s,,) an
und beachten, dass fiir m > n gilt:

m n

Sm — Sp = Qar — E Qg
k=0

k=0

m

= E Qg . u
k=n+1

Wihlt man m = n+1 in Satz 5.2, so reduziert sich " .| a; auf einen einzigen
Summanden a,, und man erhéalt

Satz 5.3 (Notwendiges Konvergenzkriterium) Ist die Reihe Y - aj kon-
vergent, dann ist limy ., a = 0.

Satz 5.2 liefert ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz
der Reihe ), aj. Dagegen ist die Bedingung lim a;, = 0 aus Satz 5.3 nur not-
wendig, aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz dieser Reihe (vgl. Beispiel 2).
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Beispiel 1 Die geometrische Reihe. Sei z € C und a,, = 2™ fiir n > 0. Die Reihe
> oo 2 kann fiir [2| > 1 nicht konvergieren, da in diesem Fall die notwendige
Bedingung aus Satz 5.3 verletzt ist. Sei also |z| < 1. Aus Abschnitt 1.3.4 wissen

wir, dass
zz
11—z

Da fiir |z| < 1 gilt lim,, o, 2" = O (vgl. Beispiel 1 aus 4.3), folgt sofort

: 1 = 1 y
7112205”:1_2, d.h.Zz =15 fir |2 < 1.

Die Reihe Y77, 2* heiBt geometrische Reihe. Sie konvergiert genau dann, wenn
|z] < 1, und ihre Summe ist gleich 1le ]

Beispiel 2 Die harmonische Reihe. Die Reihe Y7, + heiBt die harmonische
Reihe . Fiir sie ist die notwendige Bedingung aus Satz 5.3 erfiillt. Dennoch diver-
giert diese Reihe. Fiir jedes n > 1 ist ndmlich

| | n 1 P 1 > 1

Son — Sn| = — -

? n+1l n+2 2n o 2

Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium kann (s,) nicht konvergieren. Da
(sn) bestimmt gegen +oo divergiert, schreibt man auch > 77, + = 4o0. ]

Beispiel 3 Eine Reihe fiir e. Wir zeigen, dass die Reihe ) 7 % gegen die in
Beispiel 4 in 4.3 eingefiihrte Zahl e konvergiert. Dazu bezeichnen wir (1+ %)" mit
a, und schreiben s, fir >, _, % . Im Beispiel 4 aus 4.3 haben wir uns iiberlegt,

dass
"oy 1 "1
(n Z(k)nk—zkzo AR 51)

Die Folge (s,) ist offenbar monoton wachsend und wegen (5.1) nach oben be-
schrankt. Nach Satz 4.6 konvergiert diese Folge, und wir bezeichnen ihren Grenz-
wert mit s. Geht man in der Ungleichung a,, < s,, aus (5.1) mit n gegen Unendlich,
folgt e < s.

Wir iiberlegen uns nun, dass e > s ist, und schétzen dazu a,, nach unten ab. Sei
m € N eine fixierte Zahl. Fiir alle n > m ist

N N e e

Auf der rechten Seite von (5.2) steht eine Summe mit einer von n unabhéngigen
Anzahl von Summanden, und fiir n — oo geht der k. Summand gegen % Der
Grenziibergang n — oo in (5.2) liefert also

n—o0

1
e= lim a, > Z o = S (5.3)
k=0
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Dies gilt fiir jedes m € N. Lasst man in (5.3) m gegen Unendlich laufen, folgt e >
s. Damit ist gezeigt, dass s = e. Die Reihe )~ % ist {ibrigens wesentlich besser
zur ndherungsweisen Berechnung von e geeignet als der Grenzwert lim (1 + %)"

]

In Beispiel 5 aus 4.3 haben wir mit Y7, (—1)F+ ein weiteres Beispiel fiir eine

konvergente Reihe kennengelernt. Der Konvergenznachweis aus diesem Beispiel
lasst sich iibertragen auf beliebige alternierende Reihen.

Definition 5.4 Die Reihe Y -, (—1)Fc; heifit alternierend, wenn ¢, > 0 fir
alle k.

Satz 5.5 (Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen) > 7 (—1)*¢; sei
eine alternierende Reihe, und zusdtzlich gelte: die Folge (c) fallt monoton und
konvergiert gegen 0. Dann konvergiert die Reihe Y, (—1)"cy.

Beweis Fiir m > n sei Sy i= Cpy1 — Cngo + Cpyz — ...+ (=1)™""""1¢,,. Dann ist
zunéchst

Cm falls m — n ungerade

Spm = (Cn4+1—Cp +(Cnyz—Cn +ooF
(Cns1 +2)+(Cnt3 +4) { (Cm—1—cm) falls m —n gerade.

Da (¢, ) monoton fallend ist und alle ¢, positiv sind, folgt s,,,, > 0. Durch anderes
Setzen der Klammern erhalten wir

Cm falls m —n gerade

Snm = Cny1 — (Cn+2 - cn+3) e
(Cm—1—cm) falls m —n ungerade,

und wie oben folgt hieraus s,,, < ¢pi1.

Nach diesen Voriiberlegungen wenden wir das Cauchysche Konvergenzkriterium
auf die Reihe Y 77 (—=1)*¢; an. Fiir die Partialsummen dieser Reihe finden wir
im Fall m > n :

|Sm o S"| = |(_1>n+lcn+1 + (—1)”+2cn+2 + ...+ (_1>mcm|

|Snm| = Snm S Cp+1-
Genauso ergibt sich |s,, — s,| < ¢p1 im Fall n > m. In jedem Fall ist also
|Sm — sn| < max{cyi1,cne1}  fiir myn € N, (5.4)

Sei € > 0 beliebig. Wegen lim¢,, = 0 gibt es ein N € N so, dass |c,| < ¢ fiir alle
n > N. Sind nun n,m > N, so sind erst recht n +1,m +1 > N, und aus (5.4)
folgt [s, — sn| < . Also ist (s,) eine Fundamentalfolge und damit konvergent. m
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Aus diesem Kriterium folgt beispielsweise die Konvergenz der Reihen

SR Sl T I

Es folgen einige Anmerkungen zum Rechnen mit Reihen. Aus Satz 4.4 (a) erhalten
wir sofort:

Satz 5.6 Sind Y ., ar und > .-, by konvergente Reihen und sind o, 3 € C, so
konvergiert auch die Reihe Y}, (aay + Bby), und ihre Summe ist

&Z ay + ﬁz by..
k=0 k=0

Bei endlichen Summen wissen wir, dass Klammern beliebig gesetzt werden diirfen
(Assoziativitit). Wie sieht dies bei Reihen aus?

Satz 5.7 Sei Y~ a, eine konvergente Reihe komplezer Zahlen. Weiter sei
(kn)n>o eine Folge natiirlicher Zahlen mit 0 = ko < k1 < ky < ..., und es
sei Ap = ay, + ag,41 + ... +ag,.,—1. Dann ist die Reihe ZZO:O A, konvergent

und
Z A, = Z ap,.

n=0 n=0
Beweis Wir setzen S,, := Y ", A, und s, := > " a,. Dann ist offenbar
Sm = AO + ... +Am =ag+a;+... —|—akm+1,1 = Skm+171~
Die Folge (S,,) ist also eine Teilfolge der konvergenten Folge (s,,) und folglich

selbst konvergent. Auflerdem haben beide Folgen den gleichen Grenzwert. ]

Man darf also in konvergenten Reihen beliebig Klammern setzen, ohne an den
Konvergenzeigenschaften oder der Summe der Reihe etwas zu édndern. Man darf
jedoch Klammern NICHT weglassen, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel Die Reihe Y 7 a, mit a, = 0 fiir alle n konvergiert und hat die
Summe 0. Wir konnen diese Reihe auch auffassen als

> ap=0+0+0+...=1-1)+(1-1)+1Q-1)+....
n=0
Weglassen der Klammern fithrt auf die divergente Reihe > 7/ (—1)". n

Bei endlichen Summen wissen wir auch, dass es auf die Reihenfolge der Summan-
den nicht ankommt (Kommutativitiat). Wir werden sehen, dass man die Glieder
einer Reihe im allgemeinen NICHT vertauschen darf, dass aber eine Vertauschung
moglich ist, wenn die Reihe stiarkere Konvergenzeigenschaften besitzt. Mit diesen
Eigenschaften befassen wir uns im néchsten Abschnitt.
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5.2 Absolut konvergente Reihen

Definition 5.8 FEine Reihe ) -, a, heifit absolut konvergent , wenn die Reihe
> o lan| konvergiert.

Beispiclsweise ist die Reihe Y- | (—1)"< konvergent (Leibniz—Kriterium), aber
n 1

nicht absolut konvergent (harmonische Reihe). Dagegen ist >~ (—1)"-; eine

n!
konvergente (Leibnizkriterium) und auch absolut konvergente Reihe (Reihe fiir

e). Reihen mit auschlielich nichtnegativen Gliedern sind offenbar genau dann
konvergent, wenn sie absolut konvergent sind. Da auBlerdem bei Reihen "> a,
mit a,, > 0 die Folge der Partialsummen monoton wichst, folgt mit Satz 4.6:

Eine Reihe mit ausschliefllich nichtnegativen Gliedern ist genau dann konvergent,
wenn die Folge ihrer Partialsummen nach oben beschrdnkt ist.

Satz 5.9 Absolut konvergente Reihen sind konvergent.

Beweis Sei ) - aj eine absolut konvergente Reihe, und seien s, :== Y ;_, ax
und S, ==Y, |ag|. Fir alle m > n gilt

|Sm — Sn| = |ans1 + anao + -+ ap| < |ani1| + lanie] + -+ |am| = Spm — Sh-

Da die Reihe Y 77 |ax| konvergiert, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N so, dass
|S;n — Sp| < e fiir alle m,n > N. Dann ist aber auch |s,, — s,| < ¢ fiir alle m,
n > N, und das Cauchysche Konvergenzkriterium liefert die Behauptung. [

Wir sehen uns nun einige Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen an.
Satz 5.10 (Vergleichskriterium)

(a) Ist die Reihe Y~ b, konvergent und gilt |a,| < b, fiir alle n, so ist die
Reihe Y, a,, absolut konvergent.

(b) Ist die Reihe " by, divergent und gilt 0 < b, < a, fir alle n, so ist auch
die Rethe Y, a, divergent.

Im Fall (a) heiit >~ 7 b, eine konvergente Majorante fiir )~ a,, und im Fall
(b) eine divergente Minorante.

Beweis (a) Fiir jede Partialsumme s, von » % |ay| gilt

sn:\a0\+\a1|+...—|—]an[gbo+b1+...+bn§2bn<oo.
k=0

Die Folge (s,) ist also nach oben beschrankt und offenbar monoton wachsend.
Aus Satz 4.6 folgt die Konvergenz von (s,) und damit die absolute Konvergenz

von Y > Gy,
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(b) Fiir die Partialsummen s,, von > ;- ay gilt s, = ag+...4+a, > bo+ ...+ b,.
Da )", _, by mit n unbeschriankt wéchst, ist auch die Folge (s,) unbeschriankt. m

Beispiel Die Glieder der Reihe > 7 n—lg lassen sich nach oben abschéitzen durch

n=1
] 1 falls n=1
< 1
n? — - falls n > 1.
n(n —1)

Die Reihe 14+ )", ﬁ ist aber konvergent. Fiir ihre n. Partialsumme s,, gilt
namlich

1-2 2-3+”'+(n—1)n

_1+<1 1>+<1 1>+ +< 1 1)_2 1
B 1 2 2 3/ 777 " \n—=1 n/ n’

Die Folge (s,) konvergiert also gegen 2. Daher konvergiert auch die Reihe Y7 # )
n

Die Reihe Y 07 # kann nun ihrerseits als konvergente Majorante fiir Reihen wie
> # mit r > 2 dienen.

n=1

Satz 5.11 (Wurzelkriterium)

(a) Wenn limsup,, .. V/|an| <1, dann ist die Reihe Y " a, absolut konver-
gent.

(b) Wenn limsup,, ., {/|an| > 1, dann divergiert die Rethe .~ an.

Im Fall lim sup {/|a,| = 1 ist keine Entscheidung tiber Konvergenz oder Divergenz
der Reihe > a, moglich. Aus Beispiel 3 in 4.3 wissen wir, dass lim {/n =
1. Die Anwendung des Wurzelkriteriums auf die Reihen > 07 X und > 07, &5
liefert also jeweils den Wert 1 fiir den Limes superior. Die erste dieser Reihen ist
divergent, die zweite konvergent.

Beweis Sei a := limsup {/|a,|.

(a) Wir fiihren den Beweis mit Hilfe des Vergleichskriteriums und wéhlen als
Vergleichsreihe eine geometrische Reihe. Wegen a < 1 finden wir ein ¢ € (a, 1).
Dann gibt es ein N € N so, dass {/|a,| < ¢ fiir alle n > N. Dies folgt unmittelbar
aus der Definition des lim sup; anderenfalls wiren ja unendlich viele der {/|a,|
grofler oder gleich q. Diese beséflen einen partiellen Grenzwert grofler oder gleich
q > a, was der Definition von a widerspricht. Es ist also

la,| < ¢" fir allen > N.
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Da die Reihe > 7 . ¢" konvergiert (Beispiel 1 aus 5.1), konvergiert nach Satz
5.10 (a) die Reihe )" a, absolut.

(b) Wegen a > 1 gibt es natiirliche Zahlen ky < k; < ... so, dass "{/|ay, | > 1 fir
alle n. Es gibt also |ay,| > 1 fiir unendlich viele Glieder der Reihe >~ a,, d.h.
das notwendige Konvergenzkriterium (Satz 5.3) ist verletzt. n

In vielen Féllen einfacher zu handhaben, dafiir aber schwécher als das Wurzel-
kriterium, ist das folgende Kriterium.

Satz 5.12 (Quotientenkriterium)

(a) Seia, # 0 fir alle hinreichend grofien n. Falls limsup,,_,., [*=] < 1, so
konvergiert die Reihe Y a, absolut.

(b) Fiir alle hinreichend grofien n sei a, # 0 und [*=| > 1. Dann ist die Reihe
Yooy divergent.

Insbesondere ist lim inf |*24| > 1 hinreichend fiir die Divergenz.

Beweis (a) Sei b:= limsup,,_,, |[*2*| < 1. Wir wéhlen ein ¢ € (b, 1). Dann gibt
es ein N € N so, dass [*2+ | < q fur alle n > N. Hieraus erhalten wir schrittweise

lani1| < dglan], |anie| < glani| < ¢lan], ...
und allgemein (wie man mit vollstindiger Induktion leicht bestatigt)
an| < ¢"Nay| fiir alle n > N.

Die Reihe > v ¢" Nan| = |an| > or, ¢" ist wegen ¢ € (0,1) konvergent (geo-
metrische Reihe) und folglich eine konvergente Majorante fiir > a,.
(b) Fiir ein hinreichend grofies N € N und alle n > N gilt

|an| 2 |an—| = ... = Jan4| = Jan| > 0.
Das notwendige Konvergenzkriterium (Satz 5.3) ist also verletzt. ]

Man kann folgendes beweisen (vgl. Barner /Flohr, Analysis 1, S. 161): Wenn a,, #
0 fiir alle hinreichend grofien n, dann ist

limsup {/|a,| < limsup

Wenn also die absolute Konvergenz einer Reihe aus dem Quotientenkriterium
folgt, so kann man sie (wenigstens im Prinzip) auch aus dem Wurzelkriterium
herleiten. Das Wurzelkriterium liefert mitunter aber auch dann noch eine Ent-
scheidung, wenn das Quotientenkriterium versagt.

Ap+1

TL
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Beispiel Sei 0 < ¢ < 1. Wir betrachten die folgende Umordnung der geometri-
schen Reihe

¢+
Fiir diese Reihe ist

anp1| )1 /qg>1  falls n gerade
n @ <1 falls n ungerade.
Daher ist limsup |*2| = 1/¢ > 1 sowie liminf [**] = ¢° < 1, und das Quoti-

entenkriterium liefert keine Entscheidung. Dagegen ist

W _ ) Va ntl - falls n gerade
ol /g1 falls n ungerade

und daher
lim {/|a,| =q¢ <1,
die Reihe konvergiert also absolut nach dem Wurzelkriterium. ]

Es gibt eine Vielzahl weiterer Konvergenzkriterien. Beispielsweise gilt
Satz 5.13 (Raabesches Kriterium)

(a) Fir alle hinreichend grofien n sei a, # 0 und | *»~| < 1 — < mit einer
Konstanten ¢ > 1. Dann ist die Reihe .~ a, absolut konvergent.

(b) Fir alle hinreichend grofien n sei a, > 0 und *>— > 1 — - Dann ist die
Reihe Y7 a,, divergent.

Einen Beweis finden Sie in Barner/Flohr S. 163. Mit diesem Satz ldsst sich z.B.

die Konvergenz von )" -5 und die Divergenz von ), - nachpriifen, was

mit dem Wurzelkriterium nicht gelingt.

Satz 5.14 (Cauchyscher Verdichtungssatz) Ist a, > a,.; > 0 fir alle n,
so konvergiert die Rethe )", a, genau dann, wenn die ,verdichtete® Reihe
Yot 2"agn konvergiert. Im Konvergenzfall ist also lim 2" asn = 0.

Einen Beweis sollen Sie in der Ubung finden. Dieser Satz zeigt auf einfache Weise
(,” Ubung), dass die Reihe

=1

E — mitr>1
n’/‘

n=1

konvergiert.
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5.3 Umordnung von Reihen

Sei > a, eine Reihe und o : N — N eine Bijektion. Die Reihe > | ao(n)
(d.h. die Reihe } > b, mit den Gliedern b, = ay(n)) heiBt Umordnung der Rei-
he >~ , a,. Die Reihe >~ a, heifit unbedingt konvergent, wenn sie konvergiert
und wenn auch jede Umordnung von > a, konvergiert und die gleiche Sum-
me wie » > a, hat. Ist die Reihe ) a, konvergent, aber nicht unbedingt

konvergent, so heifit sie bedingt konvergent.

Beispiel Die Reihe Y07 a, =1 — % + % — }l + % — ... konvergiert nach dem
Leibniz—Kriterium, und wegen

(1 1)+<1 1>+<1 1>+ > 1 L1

2 3 4 5 6/ T 202
ist die Summe dieser Reihe positiv. (Diese Summe ist In2.) Wir definieren eine
Bijektion o : N\{0} — N\{0} durch

n ‘123456... 3m—2 3m—1 3m

U(n).l 32574 ... 4mn—-3 4m—-1 2m

Die entsprechende umgeordnete Reihe ist also

1 1 1
Zaa(") 1+___+—+?——+
n=1
Nun ist
oe — 1 1 1 1 1 1 1 1
Yome1@n = 1 —5 +3 —7 +5 —5 t7 —§5 t5 —
2 2met @ = 0 45 +0 =5 40 45 +0 -5 +0 +...
D B R A TR IR gt

Die umgeordnete Reihe konvergiert also ebenfalls. Thre Summe % Yoo, ay, ist
aber wegen y >°, a, > 0 von y . a, verschieden. Die Reihe > | a, ist also

nur bedingt konvergent. ]

Satz 5.15 FEine Reihe komplexer Zahlen ist genau dann unbedingt konvergent,
wenn sie absolut konvergent ist.

Beweis 1. Schritt Sei zunéchst ) -, a, eine konvergente Reihe nichtnegativer
reeller Zahlen. Wir zeigen, dass die Reihe unbedingt konvergent ist. Seio : N — N
eine Bijektion, und seien

n

Sp = Z ap, Sp = Z Ao (k)
k=0

k=0
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die Partialsummen von ) ; a, bzw. der Umordnung dieser Reihe. Beide Folgen
(s,) und (o,,) sind monoton wachsend. Sei s := sups, = Y ,., a,. Dann ist s
eine obere Schranke fiir {S,, : m € N}. Um dies einzusehen, definieren wir fiir
jedes m € N ein n durch

n:=max{c(0),0(1),...,0(m)}.
Dann kommen alle Summanden von S,, auch in s, vor, und es ist in der Tat
S, < s, <s fiir alle n € N. (5.5)

Die Folge (S,,) ist also nach oben beschrankt und folglich konvergent. Fiir ihren
Grenzwert S gilt wegen (5.5) S < s.

Wenn wir diese Uberlegung wiederholen, dabei aber Y iy Gy als Umordnung der
Reihe 7 ) @o(n) betrachten (die entsprechende Bijektion ist die Umkehrabbil-
dung 07! zu o), so gelangen wir zur Ungleichung s < S. Also ist s = S.

2. Schritt Sei nun Y, a, eine absolut konvergente Reihe komplexer Zahlen.
Fiir jede reelle Zahl a definieren wir

a’ :=max{a,0} und a :=max{—a,0}.

Offenbar gilt a = a™ — a~ fiir jedes a € R. Jede komplexe Zahl a = b + ic mit
b,c € R kann nun geschrieben werden als a = (b" — b7) +i(ct — ¢7). In diesem
Sinn schreiben wir

ay = by +ic, = (b — b)) +i(ch —¢;) mit b, cE > 0.

Aus |b,| = |Rea,| < |a,| folgt, dass > |a,| eine konvergente Majorante fiir
> by, ist. Also konvergiert diese Reihe > b, absolut. Weiter ist |b}| < |b,|, so
dass auch die Reihe Y~ b absolut konvergiert. Analog erhilt man die absolute
Konvergenz der Reihen Y b, 3" ¢ und Y ¢, . Diese Reihen haben ausschliefflich
nichtnegative Glieder und kénnen demzufolge nach Schritt 1 umgeordnet werden,
ohne etwas an ihren Summen zu &ndern. Fiir jede Bijektion o : N — N gilt also

ian = Zb:—Zbg—i—iZC:{—ich
n=0
= Zbi(anb;(mHZc&m—iann)=Z;aa<n>-

Jede absolut konvergente Reihe ist also unbedingt konvergent.

3. Schritt Sei nun )7 a, eine konvergente Reihe komplexer Zahlen, die nicht
absolut konvergiert. Aus Satz 4.13 folgt, dass dann auch die Reihen Y  Rea,
und > 7 Ima, konvergieren, aber wenigstens eine dieser Reihen konvergiert
nicht absolut. Die absolute Konvergenz jeder dieser beiden Reihen wiirde ndmlich
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wegen |a,| < |Re a,|+|Im a,| die absolute Konvergenz der Reihe ) a,, erzwingen.
Wenn wir zeigen kénnen, dass jede konvergente, aber nicht absolut konvergente
Reihe reeller Zahlen eine Umordnung besitzt, deren Summe nicht mit der Summe
der urspriinglichen Reihe iibereinstimmt, dann ist klar, dass auch die Reihe » a,
nicht unbedingt konvergent sein kann. Diese Behauptung formulieren wir als einen
eigenstindigen Satz, dessen Beweis den Beweis von Satz 5.15 abschlieft. ]

Satz 5.16 (Riemannscher Umordnungssatz) Es sei Y, a, eine konver-
gente, aber nicht absolut konvergente Reihe reeller Zahlen. Dann gibt es fiir jede
Zahl S € R eine Bijektion 0 : N — N so, dass die umgeordnete Reihe Y ) Go(n)
konvergiert und thre Summe gleich S ist.

Beweisidee Sei (p,,) die Folge, die aus (a,) durch Streichen aller negativen Glie-
der entsteht, und (g, ) sei die Folge, die entsteht, wenn in (a,,) alle nichtnegativen
Glieder gestrichen werden und die iibrigbleibenden Zahlen mit —1 multipliziert
werden. Dann sind (p,) und (g,) Folgen nichtnegativer Zahlen, und in einem er-
sten Beweisschritt macht man sich klar, dass jede der Reihen ) p, und >’ ¢,
bestimmt gegen 400 divergiert

Ist dies geschehen, konstruiert man die gesuchte Umordnung wie folgt: man wéhlt
ko als kleinste natiirliche Zahl mit

ko
Z Pn > S.
n=0
Dann wahlt man k; als kleinste natiirliche Zahl mit

ko

k1
an_z dn < S.
n=0

n=0
Anschlieend wahlt man ko als kleinste natiirliche Zahl grofler als kg mit

ko

k1 ko
=Y it Y. pa>S
n=>0

n=0 n=ko+1

usw. Die gesuchte Umordnung (aq(,)) von (a,) ist dann die Folge

(p07p17 <o s Pkos =490, —q15 - -+ s —qkys Pko+15 Pko+25 - - - s Pkos —qki+15 - - )

In der Tat, fiir kg, < n < ko1 unterscheidet sich die n Partialsumme der
Reihe ZZOZO ag(n) hochstens um py,,, von S, und fiir kyp,y1 < n < kgpqo unter-
scheiden die n. Partialsumme und S hochstens um ¢y, ,,. Da (p,) und (g,,) nach
dem notwendigen Konvergenzkriterium Nullfolgen sind, folgt die Konvergenz der
umgeordneten Reihe >~ | ay(n) gegen S. [
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5.4 Produkte von Reihen

Das Produkt der beiden endlichen Summen ag + ... + a, und by + ... + b, ist
gleich der Summe iiber alle Produkte a;b; mit 0 < i <n und 0 < 57 < m. Analog
entstehen beim formalen Multiplizieren der Reihen >~ a, und Y >~ b, die
Produkte

aoby apb1 agby agbs

arbg arby aiby aibs
(5.6)

azbo asby  ashy a253

Es ist keineswegs offensichtlich, wie diese Produkte in einer “neuen Reihe” > ¢,,
dem Produkt von ) a, mit ) b,, angeordnet werden sollen. Falls jedoch beide
Reihen ) a, und ) b, absolut konvergieren, dann kommt es auf die Art der
Anordnung der Produkte 5.6 {iberhaupt nicht an. Dies zeigt der folgende Satz.

Satz 5.17 Seien )~ a, und Y>>, b, absolut konvergente Reihen, und die Fol-
ge (¢n)n>o0 durchlaufe die Menge der Produkte in (5.6) (genauer: Die Folge (cy,)
stellt eine Bijektion von N auf die Menge der Produkte in (5.6) her). Dann kon-
vergiert die Reihe Y~ ¢, absolut, und es gilt

S = (Sa) (0. 5.1)

n=0 n=0 n=0

Beweis Wir zeigen zuerst die absolute Konvergenz der Reihe > ¢,. Dazu be-
zeichnen wir fiir jedes n € N mit /,, die kleinste natiirliche Zahl mit folgender
Eigenschaft: alle Folgenglieder cy, ..., ¢, kommen unter den Produkten azb,, mit
k </, und m < {, vor. Dann gilt

bn  ln

Zm <303 b, |—(ezn|ak|)(62 bl ) < (Zm)(i b )

Die rechte Seite dieser Abschitzung ist nach Voraussetzung endlich, also konver-
giert die Reihe Y ¢, absolut. Wir zeigen nun noch die Produktformel (5.7). Nach
Satz 5.15 ist die Reihe » ¢, unbedingt konvergent und kann beliebig umgeord-
net werden. Insbesondere kénnen wir fiir (¢,,) eine Folge wihlen, die die Produkte
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(5.6) wie folgt durchlduft:

co — Cg — Cg
| |

c3 — Cy Cr7 C10
| |

¢4 — €5 — Cg Ci1
|

Cis — Cig — CG3 — (12

Bei dieser Art des Durchlaufens gilt fiir die Partialsummen s,2_; := 222:61 Cn

—_
—_

3

n— n—

=30 S = () (S ).

0 0 k=0

i

3
]

Der Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung (5.7). ]

Fiir Produkte von Potenzreihen, die wir im néchsten Abschnitt kennenlernen, ist
eine andere Variante des Durchlaufens der Produkte (5.6) besonders interessant:

Co &1 C3 Ce

A A

Ca Cy Cr

/S

Cs Cs

/

Cy

Nach Setzen von Klammern fiihrt dies auf die Reihe

n

n=0 n=0 k=0

Fiir beliebige Reihen )"\ a, und Y~ b, nennt man die durch (5.8) erklérte
Reihe > d, mit d, = Y ,_, axb,—i das Cauchy-Produkt von >~ a, und
> o o by. Da es sich dabei nur um ein spezielles Durchlaufen der Produkte (5.6)
handelt, liefert Satz 5.17 sofort:
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Folgerung 5.18 Sind >, a, und Y~ b, absolut konvergente Reihen, so ist
auch ihr Cauchy—Produkt ano d,, absolut konvergent, und es gilt

i g — (f; o) (f; b).

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Aussage von Folgerung 5.18 nicht mehr gilt,
wenn die Reihen "7 a, und Y 7 b, nicht absolut konvergieren.

Beispiel Fiir n > 1 seien a,, = b, Nach dem Leibniz—Kriterium konver-

_ =
N

gieren die Reihen >~ | a, und > 7 | b,, aber sie konvergleren nicht absolut, da

die harmonische Reihe eine divergente Minorante fiir ) f ist. Das allgemeine

Glied des Cauchyprodukts >, d,, von > | a, und >~ b, lautet

d, —Zakbn-i-l K= nHZ \/_\/THT

Es ist also
> 1 1 1 1 1 1
> h=1-(5 ) (Gt - (et vt )

Nun ist fiir jedes n > 1 und jedes natiirliche k£ zwischen 1 und n

1 2
> .
ViEvn+1—Fk  n+1

Um dies einzusehen, formen wir dquivalent um:

(5.9)

n—+1
2 )

kEn+1—k) <

und das ist nichts anderes als die bekannte Ungleichung zwischen dem geometri-
schen und dem arithmetischen Mittel der Zahlen k£ und n+1 — k. Aus (5.9) folgt
nun

2n

- 1 2
~ Vkvn+1-k “n+l n+l

Die Reihe > 7 | d, divergiert also nach dem notwendigen Konvergenzkriterium.
]
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6 Stetige Funktionen

Zahlreiche Naturvorgénge lassen sich durch Abbildungen (von nun an sagen wir
meist Funktionen) mit folgender Eigenschaft beschreiben: kleine Anderungen des
Argumentes bewirken auch nur kleine Anderungen des Funktionswertes. Wir wer-
den diese Eigenschaft prézisieren und gelangen so zum Begriff der Stetigkeit.

6.1 Stetige Funktionen
Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Raume und f eine Funktion von X nach Y.

Definition 6.1 (a) Die Funktion f heifst stetig im Punkt z* € X, wenn fir
jede gegen x* konvergierende Folge (xy,)n>0 aus X gilt: die Folge (f(xy))n>0 der
Funktionswerte konvergiert in'Y, und ihr Grenzwert ist f(z*) :

lim f(z,) = f(z*) = f(lim xz,).

n—oo n—oo
(b) Die Funktion f heifit stetig auf X, wenn sie in jedem Punkt von X stetig ist.
Die Stetigkeit in einem Punkt ldsst sich wie folgt charakterisieren.

Satz 6.2 Die Funktion f : X — Y ist genau dann stetig in x* € X, wenn fiir
jedes € > 0 ein § > 0 ezistiert, so dass fir alle v € X mit dx(z,x*) < § gilt:

dy (f(x), f(z7)) <e.

In Kurzfassung lautet diese Bedingung
Ve>0 30>0 VoeUsa): flz)el. <f(:n*)> (6.1)
oder noch kiirzer
Ve>0 36>0: f(%(x*)) c U€<f(:c*)).

Beweis (=) Wir fiihren diesen Teil des Beweises indirekt. Angenommen, f ist
in z* stetig, aber (6.1) ist verletzt, d.h.

Je>0 V>0 Jwels(a'): fla)d U5<f(x*)>.

Dies gilt fiir jedes 6 > 0. Wir konnen insbesondere § = 1/k mit & > 1 wihlen
und erhalten fiir ein gewisses € > 0

VE>1 Jap € Up(e?) s flag) ¢ Us <f(a:*)>.

Die xj, konvergieren also gegen x*, die Funktionswerte f(z}) konvergieren jedoch
nicht gegen f(x*) im Widerspruch zur Stetigkeit von f in x*.
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(<=) Wir nehmen nun an, dass f die Bedingung (6.1) erfiillt, und (z,,) sei eine
Folge mit Grenzwert z*. Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 wihlen wir 6 geméaf
(6.1). Wegen lim z,, = z* finden wir ein N € N so, dass

x, € Us(z") fiir allen > N.
Wegen (6.1) ist dann fiir alle n > N auch f(x,) € U.(f(z*)), d.h. die Folge
(f(x,)) konvergiert gegen f(z*). n

Beispiele In den folgenden Beispielen ist X = Y = R mit dem iiblichen Abstand.
(1) Seien n € N und ay,...,a, € R mit a, # 0. Die Funktion f : R — R,

f(ﬂ?) = an.Tn + (lnfll’nil +...+ax+ag

heifit Polynom n. Grades. Sie ist auf ganz R stetig. Ist ndmlich * € R und (z,,)
eine Folge, die gegen z* konvergiert, so gilt nach Satz 4.4

klim flzg) = klim (anx} + an,le’l + ...+ a1z + ap)

= apn()" + ap () b @t +ag = f(xY).
(2) Die Signumfunktion
1 falls = >0
f(z) =sgnz = 0 falls z=0
—1 falls = <0
ist nur im Punkt z* = 0 nicht stetig. Fiir die Folge (x,,) mit z,, = 1/n gilt namlich

lim, o f(z,) =lim, .o, 1=1%#0.
(3) Die Dirichletfunktion

fx) =

1 falls z rational
0 falls z irrational

ist in keinem Punkt x* € R stetig. Ist ndmlich z* rational, so gibt es in jeder
Umgebung von z* irrationale Zahlen. Fiir jedes § > 0 gibt es also ein z € Us(x*)
mit |f(x) — f(2*)] = 1. Genauso sieht man, dass f auch in den irrationalen
Punkten von R nicht stetig ist. [

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der Begriff des Grenzwertes einer
Funktion in einem Punkt.

Definition 6.3 Sei x* Hdiufungspunkt von X' C X und f: X'\{z*} — Y. Man
sagt, dass der Grenzwert von f an der Stelle z* existiert, wenn es ein y* € Y
gibt, so dass fiir jede konvergente Folge (x,) aus X'\{z*} mit Grenzwert x* die
Folge (f(:r;n)) gegen y* konvergiert. In diesem Fall ist y* eindeutig bestimmt, y*
heifst Grenzwert von f an der Stelle x*, und man schreibt

lim f(z) =y".
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Beachten Sie: Es ist nicht erforderlich, dass die Funktion f an der Stelle x* erklért
ist.

Satz 6.4 Fine Funktion f : X — Y st genau dann stetig in z* € X, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(a) x* ist ein isolierter Punkt von X, oder

(b) x* ist Haufungspunkt von X, der Grenzwert lim, ., f(z) existiert, und
dieser Grenzwert stimmt mit f(z*) dberein.

Beweis Die Implikation (=) folgt unmittelbar aus den Definitionen. Wir zeigen
die Implikation (<«=).

Sei (z,) eine Folge in X mit Grenzwert x*. Falls 2* ein isolierter Punkt von X ist,
so ist z,, = 2* fiir alle hinreichend grofien n und daher lim, ., f(x,) = f(z*).
Sei also z* ein Haufungspunkt von X. Ist die Menge aller n € N mit z,, # x*
endlich, so ist wieder z,, = z* fiir alle hinreichend groflen n und damit auch
lim, .o f(x,) = f(z*). Ist diese Menge dagegen unendlich, so kénnen wir eine
Teilfolge (z, ) von (z,) auswihlen, die genau die Elemente dieser Menge als ihre
Werte annimmt. Diese Teilfolge liegt also in X\{z*} und konvergiert gegen x*.
Wegen Bedingung (b) gilt dann lim, o f(xg,) = f(«*). Die tibrigen (nicht fiir
die Teilfolge ausgewihlten) Glieder der Folge (z,) sind gleich z*. Damit ist klar,
dass lim,, .o, f(z,) = f(z*). n

Satz 6.5 Fine Funktion f : X — Y st genau dann stetig auf X, wenn das
Urbild jeder in'Y offenen Menge offen in X ist.

Beweis Sei zuniichst f stetig auf X und G offen in Y. Falls f~1(G) = 0, so
ist f71(G) offen (Satz 3.8). Sei also f~!(G) # () und z* ein beliebiger Punkt aus
f7Y@). Dann ist f(z*) € G. Da G offen ist, gibt es ein € > 0 mit U.(f(z*)) C G.
Nach Satz 6.2 existiert zu diesem € ein § > 0 so, dass f(Us(z*)) C U(f(z")).
Dann ist Us(2*) C f~HU.(f(x*))) und damit erst recht Us(z*) C f~1(G). Also
ist f71(@G) offen.

Sei nun umgekehrt f~1(G) fiir jede in Y offene Menge G offen. Wir miissen zei-
gen, dass dann f auf X stetig ist. Sei 2* € X und ¢ > 0. Dann ist U.(f(z*)) in
Y offen (Satz 3.9), und folglich ist f~'(U.(f(z*))) offen in X. Da z* in diesem
Urbild liegt, gibt es ein § > 0 so, dass Us(z*) C f~Y(U.(f(z*))). Dann ist aber
f(Us(z*)) C U(f(x*)), d.h. f ist stetig an der Stelle z*. Da z* beliebig gew#hlt
war, folgt die Behauptung. [

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass er eine Charakterisierung der Ste-
tigkeit bei alleiniger Kenntnis der offenen Mengen in X und Y erlaubt (beachten
Sie die Anmerkung am Ende von Abschnitt 3). Er kann benutzt werden, um ste-
tige Funktionen auf topologischen Rdumen zu definieren.

Wir betrachten nun Verkniipfungen stetiger Funktionen.
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Satz 6.6 Seien X,Y,Z metrische Riume, und f : X —Y, g:Y — Z seien
Funktionen. Ist f in x* € X stetig und g in f(x*) € Y stetig, so ist die Funktion
gof: X — Zinx* stetig.

Beweis Sei (z,) eine konvergente Folge mit Grenzwert z*. Wegen der Stetigkeit
von f in z* konvergiert die Folge (f(z,)) gegen f(z*). Da g in f(z*) stetig ist,
folgt die Konvergenz der Folge (g(f(z,))) gegen g(f(z*)). n

Man beachte aber: Ist f : X — Y eine stetige bijektive Funktion, so ist die
Umkehrfunktion f~!: Y — X NICHT notwendig wieder stetig in f(z*)!

Beispiel Sei X =[-2,-1)U[1,2], Y =[-1,1] und

11 ¥
r+1 falls = € [-2,—1) 92 1 /
f(z) = = ' ; a
r—1 falls x€[l,2]. / 0 1 9
1o

Die Funktion f bildet X bijektiv auf Y ab und ist in jedem Punkt von X stetig.
Die zugehorige Umkehrfunktion f~!:Y — X ist

A

2‘/ f_l
1 +

. r—1 falls ze€[-1,0)
[ (@) = a —
r+1 falls z€][0,1]. 1 0 1
/— )
+ -2
Diese ist offenbar an der Stelle z* = 0 unstetig. [

Wir geben spéter Bedingungen an, die die Stetigkeit der Umkehrfunktion einer
stetigen Funktion garantieren.

6.2 Stetige Funktionen auf oder nach R"

Wir betrachten nun Funktionen, die auf Teilmengen von R, C oder R™ definiert
sind oder in diese Rdume abbilden.

Sei X ein metrischer Raum und f,g : X — C. Unter der Summe f + g, dem
Produkt fg und — falls 0 ¢ g(X) — dem Quotienten f/g versteht man die auf X
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durch
(f+9)(@) = f(z) +g(zx), (fg)(z)=f(x)g(x) und (f/g)(x)= f(x)/g(z)
erkléarten Funktionen.

Satz 6.7 Sind f,g: X — C in x* € X stetig, so sind auch f+ g, fg und — falls
0¢ g(X) - f/g in x* stetig.

Dies folgt sofort aus dem entsprechenden Resultat fiir Grenzwerte (Satz 4.4). Die
Summe f + g lésst sich natiirlich auch fiir Funktionen f,g : X — R" erkléren,
und die erste Aussage von Satz 6.7 gilt entsprechend.

Sind P,@ : C — C Polynome, so heifit die auf {z € C : Q(z) # 0} definierte
Funktion P/Q rational. Als Folgerung aus Satz 6.7 erhdlt man sofort die Stetig-
keit rationaler Funktionen auf ihrem natiirlichen Definitionsgebiet.

Als néichstes vermerken wir ein niitzliches hinreichendes Kriterium fiir Stetigkeit.

Definition 6.8 Fine Funktion f : R™ O D — R™ heifit Lipschitzstetig in z* €
D, wenn es eine reelle Konstante C' und eine Umgebung U.(z*) so gibt, dass

|f(x) = f(x)||gm < C||lx — x%||gn  fiir alle = € U.(x*) N D. (6.2)
Jedes solche C' heif$t eine lokale Lipschitzkonstante.
Satz 6.9 Ist f:R" D D — R™ in ax* € D Lipschitzstetig, so ist f in x* stetig.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen. Man kann den Begriff
der Lipschitzstetigkeit fiir Abbildungen zwischen beliebigen metrischen Rdumen
einfithren, indem man an Stelle von (6.2) fordert

dy (f(a:), f(:c*)) < Cdx(z,z") firalle ze€Ul(z*)ND.
Satz 6.9 gilt entsprechend auch in dieser Situation.

Beispiele (1) Die Funktion f : R" — R, 2 + ||z|| ist global Lipschitzstetig.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt ndmlich fiir beliebige x,y € R™:

[zl = lyll| < e =yl baw. 17(@) = F@)] < llo =yl
d. h. C' =1 ist eine von x unabhéingige Lipschitzkonstante.

(2) Wir zeigen, dass die Funktion f : [0,00) — R,  — /z im Punkt 0 nicht
Lipschitzstetig ist. Ware f Lipschitzstetig in 0, so gébe es ein C' > 0 und ein
€ > 0 so, dass

IVz —V0| < Clz—0] bzw. z < Cz firale zel0,¢).
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Fiir hinreichend groBes n liegen die Zahlen =5 in [0,¢), und es miisste gelten:

V1/n2 < C/n* bzw. n < C fiir alle groBen n.

Dies ist offenbar unméglich (N ist nach oben unbeschrénkt). Die Funktion f ist
aber stetig in 0. Um dies einzusehen, miissen wir fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0
angeben, so dass 0 < /7 < ¢ fiir alle 0 < x < 6. Jede Wahl von § < &2 leistet
dies. Dieses Beispiel zeigt, dass Lipschitzstetigkeit eine stdarkere Eigenschaft als
Stetigkeit ist. n

Wir betrachten nun Funktionen auf R genauer. Fiir jeden Punkt z* € R gibt
es im wesentlichen zwei Moglichkeiten, sich diesem Punkt zu ndhern: von links
(oder unten) oder von rechts (oder oben). Dementsprechend definiert man:

Definition 6.10 Sei Y ein metrischer Raum, f : R O D — Y, und 2* € R
sei ein Hiaufungspunkt der Menge Dy := {x € D : x < z*}. Man sagt, dass der
linksseitige Grenzwert von f an der Stelle x* existiert, wenn es ein y* € Y gibt,
so dass fir jede Folge (x,) in Dy mit Grenzwert x* gilt: lim,, .o, f(x,) = y*. Dann
heifst y* auch der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle z* , und man schreibt
lim, .o f(z) = y* oder lim, »o+ f(x) =y* oder auch f(z* —0) = y*.

Analog definiert man den rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle z*.

Definition 6.11 Sei f : R O D — Y, und z* € D sei ein Hiufungspunkt von
Dy :={x € D :x < x*}. Dann heifit f linksseitig stetig oder stetig von links in

*

x*, wenn
limf(x) = f(o).

Die Stetigkeit von rechts wird analog definiert. Der Beweis des folgenden Satzes

ergibt sich wieder leicht aus den Definitionen und ist HA.

Satz 6.12 Sei f :R D D — Y, und z* € D sei Haufungspunkt jeder der Mengen
Dy:={xeD:z<a*}und D, :={x € D:x > a*}. Dann ist f genau dann
stetig in x*, wenn f in x* sowohl links— als auch rechtsseitig stetiq ist.

Wir sehen uns nun einige Typen von Unstetigkeiten genauer an. Der Einfachheit
halber sei f : (a,b) — R und z* € (a,b). Wenn die einseitigen Grenzwerte
lim, ,+—o f(x) und lim,_,«1¢ f(x) existieren und voneinander verschieden sind,
so heifit «* Sprungstelle (manchmal auch Unstetigkeitsstelle 1. Art). Falls diese
beiden Grenzwerte gleich sind, aber nicht mit f(x*) iibereinstimmen, heifit x*
eine hebbare Unstetigkeit. In diesem Fall kann man durch

fz)  falls x # 2"
g(x) = {

lim Of(x) falls = = x*

rT—x*—

76



eine neue Funktion erkldren, die auf (a,b)\{z*} mit f tibereinstimmt und in x*
stetig ist. Unstetigkeitsstellen, die weder hebbar noch Spriinge sind, fasst man
oft unter Unstetigkeitsstellen 2. Art zusammen.

Beispiele (1) Die Funktion f: R — R,

x?—1

flx)=¢ -1
1 fir z=1

fir = e R\{1}

besitzt an der Stelle 1 eine hebbare Unstetigkeit. Fiir x # 1 ist ndmlich f(x) =
x + 1 und daher lim,_; f(z) = 2.

(2) Die Funktion f: R — R, x + sgnx hat bei z* = 0 eine Sprungstelle.

(3) Fiir jede reelle Zahl = bezeichne [z] die grofite ganze Zahl, die kleiner als oder
gleich z ist. Die Funktion f : R — Z, z + [z] ist in jedem ganzzahligen Punkt
unstetig und besitzt dort eine Sprungstelle.

(4) Die Dirichletfunktion hat in jedem Punkt eine Unstetigkeit 2. Art.

(5) Die Funktion f: R — R,

1 "
sin — fir >0 [\
flx) = 50 /
0 fir <0 0 v v
-1 4
besitzt in * = 0 eine Unstetigkeit 2. Art. ]

Eine Funktion f : [a,b] — Y heiit stickweise stetig, wenn es endlich viele Zahlen
a=ay<a <...<a,=>bgibtso, dass f auf jedem Intervall (a;,a;1) stetig
ist und in allen Punkten a; alle einseitigen Grenzwerte von f existieren. Die
Funktionen aus den Beispielen (2) und (3) sind stiickweise stetig.

Schliellich sei darauf hingewiesen, dass die Betrachtung von Grenzwerten “in eine
bestimmte Richtung” auch niitzlich ist bei Funktionen mehrerer Verdnderlicher.
Als Beispiel fragen wir uns, ob die Funktion

f(x y) = 1’21—7—4@/2 falls (Qf,y) S RZ\{(O,O)}
- 0 falls  (x,y) = (0,0)

stetig in (0, 0) ist. Dazu lassen wir fiir jedes feste & € R den Punkt (z,y) entlang
der Geraden y = ax gegen (0, 0) streben:

Ty ) ax? «

lim —2— =lim = )
@w)—00) 22 +y2 250 22+ a222 1+ a?

y=ax
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Das Resultat hingt offenbar von der Richtung ab, in der wir uns dem Punkt (0, 0)
genihert haben. Also ist f nicht stetig in (0, 0).

Oft mochte man das Verhalten einer Funktion f bei Anndherung an einen Punkt
xo genauer beschreiben. Dies kann geschehen durch Vergleich mit einer anderen
Funktion. Dazu treffen wir folgende Vereinbarungen. Es sei R die um die Punkte
+oo erweiterte Zahlengerade. Jede Menge der Gestalt [—o00,s) = (—o0,s) U
{—o0} mit s € R heifit eine Umgebung von —oo, und jede Menge der Gestalt
(s,00] := (s,00) U{oo} mit s € R eine Umgebung von +oc. Ist U eine Umgebung
von z € R, so heifit U\{z} eine punktierte Umgebung von .

Definition 6.13 Sei zy € R, und seien f und g reellwertige Funktionen, die auf
einer punktierten Umgebung U(xg) von xo definiert sind. Ferner sei g(x) # 0 fiir
alle = € U(xo). Man vereinbart folgende Symbolik:

o f(x)= O(g(x)) (x — x0) bedeutet:

AC e R: |f(z)| < Clg(x)| fir alle x aus einer punktierten Umgebung
von .

o f(x)= 0<g(w)> (x — xg) bedeutet:
f(x)

—= — 0 firx— x.
9(x)

o f(x) ~g(x) (xr — xy) bedeutet:
de,C € (0,00) : clg(x)| < |f(x)| < Clg(z)| fir alle x aus einer punktier-
ten Umgebung von x.

o f(z) ~ g(x) (x — xo) bedeutet:
f(x)

—= =1 firxz— x.
9(x)

Man liest dies der Reihe nach als: f ist grof8 O von g, f ist klein o von g, f ist
von gleicher Ordnung wie g, und f und g sind asymptotisch gleich.

Ist schliefllich h eine in U(:EO) definierte reellwertige Funktion, so vereinbart man
die Schreibweisen

f(@) = h(z) + O(9(x))  (x — o)
fiir f(z) = h(@) = 0(g(2))  (x = o) und

f(@) = h(z) + o(9(2)) (x = a0)
fiir f(x) = hiz) = o(g(x)) (& — o).
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Beispiele (1) f(z) = O(1) (x — x0) bedeutet |f(z)] < C -1 fiir x € U(xy), d.h.
f ist in einer punktierten Umgebung von xy beschrénkt. Beispielsweise ist

sine = O(1) (z— o0),
sinz = O(1) (z—0),
L= 0(1) (z—oo)
aber 1 £ O(1) (z — 0). n

(2) f(z) =o(1)(x — xg) bedeutet f(z) — 0 fiir x — x. Beispielsweise ist

sinz =o(1) (x — 0), sinz=xz+o0(1) (x — 0)
aber sinz # o(1) (x — o0). n
(3) f(x) = O(2"™)(x — x0) bedeutet: es gibt ein reelles C' so, dass |f(z)| < Clz["
fiir alle € U(x). Beispielsweise ist
sinz = O(2?) (r — o0)
sinz = O(2?) (x — 1)
aber sinx # O(z?) (z — 0).

Fir n > 1ist f(z) = O(2™)(x — o0) eine Bedingung an das Wachstum f(x) fiir
x — oo, und f(z) = O(z")(z — 0) beschreibt, wie schnell f(z) fir + — 0 gegen
0 strebt.

ﬂﬂmvnﬂ
ST
f(x) = O@)(x = 0) 1) = O@)(x — 0)

(4) Sei 7w(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich . Tschebyscheff hat
gezeigt



Hadamard und de la Vallée Poisson haben den Primzahlsatz
T

m(@) ~ o (&= 00)

bewiesen, und eine grofle unbewiesene Vermutung der Zahlentheorie ist, dass

m(r) = —— + 0(z) (z — o). n

Inz

6.3 Potenzreihen in C

Ist (an)n>0 eine Folge komplexer Zahlen, so kann man fiir jedes z € C die Reihe
> 5 a,z" betrachten. Diese Reihe heiit eine Potenzreihe, und die Menge aller
z € C, fiir die diese Reihe konvergiert, heifit ihr Konvergenzbereich. Ist D dieser
Konvergenzbereich, so wird durch

o
D — C, Zl—>E anz"
n=0

eine komplexwertige Funktion auf D festgelegt.

Beispiel Aus Beispiel 1 in Abschnitt 5.1 wissen wir, dass der Konvergenzbereich
der geometrischen Reihe )" | 2" gleich {z € C : |z| < 1} ist und dass auf dieser
Menge gilt:

00 . 1
nZ:OZ :1_2 u

In diesem Beispiel ist der Konvergenzbereich eine Kreisscheibe. Ein &hnliches
Resultat gilt fiir beliebige Potenzreihen. Vorbereitend zeigen wir:

Lemma 6.14 (a) Wenn die Potenzreihe Y, a,z" fir ein zo # 0 konvergiert,
so konvergiert sie fir jedes z € C mit |z| < |z| absolut.

(b) Divergiert die Reihe Y, a,2" fir ein zy # 0, dann divergiert sie fir jedes
z mit |z| > |z

Beweis (a) Aus der Konvergenz an der Stelle zy und dem notwendigen Konver-
genzkriterium folgt die Beschrénktheit der Folge (a,z{). Es gibt also ein M so,
dass |a,zy| < M fir alle n € N.
Sei nun z € C mit |z| < |z]. Wir schreiben z als Azp mit |A] < 1. Wegen |A| < 1
und

002" = lanA" 5] = N7 [a2] < MIAP"

ist die Reithe M Y >, |A|" eine konvergente Majorante fir )" a,z". Nach dem
Vergleichskriterium konvergiert > a,2™ absolut.

(b) Wiirde >~ a,2" fiir ein |z| > |zo| konvergieren, so wiirde nach Teil (a) die
Reihe > a,z§ konvergieren. Widerspruch. ]
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Folgerung 6.15 Konvergiert die Reihe Y~ a,z" fir jedes z € C, so konver-
giert sie fir jedes z € C absolut.

Satz 6.16 Flir jede Potenzreihe Y - anz" gibt es eine Kreisscheibe K := {z €
C : |z| < R} mit folgender Eigenschaft: Liegt z im Innern von Kg (d.h. ist
|z| < R), so konvergiert Y a,z" absolut; liegt z auferhalb von Kg (d.h. ist
|z| > R), so divergiert Y, a,z".

Dabei lassen wir ausdriicklich folgende Grenzfille zu:
R=0<= Kr={0} und R=o00<= Krp=C.

Beweis Sei ), a,z" eine Potenzreihe und D ihr Konvergenzbereich. Offenbar
ist stets 0 € D und daher D # ().

Falls D = {0} oder D = C, so ist die Aussage des Satzes richtig (Folgerung 6.15).
Sei also {0}°*DeM*C. Dann gibt es Punkte zp, 21 € C\{0} so, dass >~ a,z{
konvergiert und > a,2} divergiert. Die Menge

M:={reR:3ze€D mit |z|=r}

ist nach oben beschrénkt (z.B. durch |z;|) und enthélt positive Zahlen (z.B. |z|).
Also besitzt M ein positives und endliches Supremum, welches wir R nennen. Sei
z € C mit |z| < R. Nach Satz 1.13 gibt es ein r € M so, dass |z| < r < R, d.h.
es gibt ein zp € D mit |z| < |z] < R. Lemma 6.14 (a) liefert in diesem Fall die
absolute Konvergenz von ), a,2". Sei nun noch z € C mit |z| > R. Wiirde
> a, 2" konvergieren, so wire |z| € M und daher |z| < R, ein Widerspruch.

n

Die “Zahl” R € [0,00) U{oo} aus Satz 6.16 ist eindeutig bestimmt und heifit der
Konvergenzradius der Potenzreihe Y 1 a,z".

Satz 6.17 (Formel von Cauchy/Hadamard) Fir den Konvergenzradius R
der Potenzreihe Y, a,2" gilt:

R = (limsup {/|a,|) .

n—o0

Wir vereinbaren:
R =0 falls limsup {/|a,| = oo und R = oo falls limsup {/|a,| = 0.
Beweis Sei zunéchst 0 < limsup {/|a,| < co. Wegen

limsup {/|a,2"| = |z| limsup {/|a,|

liefert das Wurzelkriterium (Satz 5.11):

81



o fiir |z| < (limsup {/|a,|)~" konvergiert Y7, a,z" absolut.

o fiir [z| > (limsup {/]a,|)~" divergiert Y > a,z"

Also stimmt in diesem Fall (limsup {/|a,|)™! mit dem Konvergenzradius der
Reihe Y77 ) a,2" iiberein. Der Beweis im Fall lim sup {/|a,| € {0,00} ist HA. m

Folgerung 6.18 Die Potenzreihen Y -, a,z2" und Y~ na,z" haben den glei-
chen Konvergenzradius.

In der Tat, aus lim {/n = 1 (nach Beispiel 3 aus 4.3) folgt

limsup {/|na,| = limsup /n{/|a,| = limsup {/|a,|.

Satz 6.19 Sei )~ a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann
ist die Funktion z — Y o a,2" auf Ug(0) = {z € C: |z| < R} stetig.

Beweis Wir wihlen ein r € (0, R) und definieren f(z) := 7 a,2" fiir |z| <.
Wir schétzen zunéchst | f(z) — f(2o)] fiir beliebige z, zp mit |z|, |z0| < 7 nach oben
ab. Mit der leicht nachzurechnenden Identitét

z—zo—z—zoz,zk”lk n>1)

finden wir:

e}

£) = Fel = |3 an(= =) = |(= = =)

M
S
3
I
o
Y
T
=

n=1 k=0
0o n—1
< |z - 20|Z \an\z ]z|k’z0’nflfk
n=1 k=0
< lz—z0l Y lan|n- ! (wegen |z], |z0] < 7).

Nach Folgerung 6.18 besitzt die Potenzreihe )" | |a,|n - 2™ den gleichen Kon-
vergenzradius R wie die Rethe > 7 a,z". Wegen r < R ist also auch die Reihe
>0 1 |an| - n - 7" konvergent. Bezeichnen wir ihre Summe mit C, so folgt

1£(2) = f(z0)] < Clz — 20| fiir alle |2], |20] <7

Die Funktion f ist also Lipschitzstetig in jedem Punkt zg € C mit |29| < R und
insbesondere stetig auf Ug(0) (Satz 6.9). n

In den Bezeichnungen von Satz 6.19 gilt fiir jedes zg mit |z9| < R :
i 3 s = iy () Z an2g = Z an(lim 2)"
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Man darf in dieser speziellen Situation also die beiden Grenzprozesse lim,_,,, und
> o vertauschen. Aussagen iiber die Vertauschbarkeit von Grenzprozessen sind
fiir die Analysis aulerordentlich wichtig und werden uns noch oft begegnen.

Satz 6.20 Ist f(x) = > " a,a™ eine Potenzrethe mit positivem Konvergenzra-
dius, so ist fiir jedes k € N

k

f(z) = Z anz™ + O(z") (2 — 0).

n=0
Der Beweis ist Hausaufgabe.

Wir sehen uns noch das Produkt von Potenzreihen an. Sind > 7 a,2™ und
Yoo by2™ Potenzreihen, die beide auf der Kreisscheibe {z € C : |z| < r} mit
r > 0 konvergieren, so konvergieren sie dort absolut (Satz 6.16), und wir konnen
nach Satz 5.17 das Produkt (> a,2")(> b,2") bilden, indem wir alle Produkte
an2"byp2* = a,bpz"t* bilden und diese in beliebiger Reihenfolge aufsummieren.
ZweckméBigerweise wird man dieses Aufsummieren so organisieren, dass man
Summanden mit gleichem Exponenten bei z zusammenfasst:

(2% anz”> (Z% bnz">
= aob()ZO + (a061 + albo)zl + (Cbobg + a1b1 + CLQb())Z2 + ...
= Z (Z akbn,k>z” =: Z 2"
n=0 k=0 n=0

Die Reihe >~ | ¢, 2" ist offenbar gerade das Cauchyprodukt der Reihen Y7 o a,,2"
und Y >, b,2". Sie konvergiert nach Satz 5.17 absolut fir |z| < r.

6.4 Einige spezielle Funktionen
6.4.1 Die Exponentialfunktion

Die Potenzreihe Y | 2—7 konvergiert fiir jedes z € C absolut, wie man mit dem

Quotientenkriterium sofort iiberpriift:

e L

T+ Dl n+l

an+1

— 0 fiir n — oo.

Qn

Die somit auf ganz C definierte Funktion z +— > ';—7: heifit die Ezponential-
funktion und wird mit exp bezeichnet. Nach Satz 6.19 ist diese Funktion stetig
auf C. AuBerdem gilt offenbar exp0 = 1 sowie exp1 = e nach Beispiel 3 aus
Abschnitt 5.1.

Satz 6.21 Fir alle z,w € C ist exp(z + w) = exp z - exp w.
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Beweis Zur Multiplikation der Reihen expz = > " (2 und expw = > oo ) “r
benutzen wir das Cauchyprodukt. Beide Reihen konvergieren ja auf ganz C abso-
lut, so dass es auf die Reihenfolge des Zusammenfassens der Summanden % : wk—f

nicht ankommt. Es ist also

0 n oo n > n k n—k
z w 28w
eozepw = (3 5) (X 77) =X X ma—w
n=0 n=0 n=0 k=0
| | — k)
— nl kl(n — k)
= a2 () = e et
n=0 k=0 n=0
]
Folgerung 6.22 Fiir alle z € C ist exp z # 0.
Es ist ndmlich exp z - exp(—z) = exp0 = 1. ]

Folgerung 6.23 Flir alle rationalen Zahlen r = m/n (mit m,n € Z und n > 1)

15t
expr = e = vem.

Beweis Aus Satz 6.21 folgt exp(mz) = (expz)™ fir alle m > 1. Fiir m = 0
ist diese Aussage offenbar ebenfalls richtig, und fiir m < 0 haben wir wegen
exp(mz) - exp(—mz) = 1

1 1

exp(mz) = oxp(—mz) = (epa)™ = (exp z)™.

Es ist also exp(mz) = (exp z)™ fiir alle m € Z. Insbesondere haben wir expm =
(expl)™ =e™und e = expl = exp 2 = (exp +)", also exp + = et/m = e, Wir
erhalten damit

m 1\m m
exprzexp—z(exp—) :({‘/E> = m/m = ¢, [
n n
Da expr = e" fiir alle rationalen Zahlen gilt, wéhlt man héufig e* statt exp z als
Bezeichnung fiir die Exponentialfunktion.
Folgerung 6.24 Fiir alle x1,x5 € R mit x1 < x4 ist €™ < ™2,

Beweis Fiir die positive Zahl y := x5 — z; gilt

OO n 2
Y y .y
v E LA L4 7
e’ = n!—1+1!+2!+...>1.
n=0
Also ist ™77 = ™"t = ¢ /€™ > 1 und folglich ™ > e"'. ]
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6.4.2 Die trigonometrischen Funktionen

: : s N (=D ontl . Nee (=D on
Die Potenzreihen sin z := ) >~ Gt 2 und cos z ==y * @yt 2 konver-

gieren fiir jedes z € C absolut (Quotientenkriterium) und definieren die Sinus—
bzw. Kosinusfunktion auf C. Beide Funktionen sind nach Satz 6.5 stetig auf C.
Durch Einsetzen der entsprechenden Potenzreihen iiberpriift man, dass

cos z = % (exp(iz) + exp(—iz)) und  sinz = % <exp (iz) —exp (—iz)) (6.3)

fiir alle z € C. Durch Addition folgt aus (6.3) die Eulersche Formel
exp(iz) = cosz +isinz fir z € C.

Durch Kombination dieser Formel mit der Beziehung exp(nz) = (exp z)" erhilt
man die Formel von Moivre

(cos z 4 isin z)" = exp(niz) = cos(nz) +isin(nz) fir z € C,

die u.a. die Grundlage fiir das Wurzelziehen im Bereich der komplexen Zahlen
bildet.

Wir suchen alle n-te Wurzeln aus einer gegebenen komplexen Zahl
w = r(cosp +isinp) # 0,
d.h. alle Zahlen z = s(cos® + isin+) mit z” = w. Nach Moivre ist
2" = 5" (cos(ny) + isin(ny)) = r(cos ¢ + isinp),

und Vergleich von Betrag und Argument liefert s™ = r, also s = /r, sowie ni) =
@+ 2km mit k € Z. Die Argumente 1, := % nehmen nur fir k=0,...,n—1
verschiedene Werte an. Es gibt also genau n n-te Wurzeln aus w # 0, ndmlich

2 2
2 = W(COS(%I{W) +isin(m)>

n

mit £ = 0,...,n— 1. Diese liegen auf dem Kreis vom Radius {/r um 0 und bilden
die Ecken eines regelméfligen n-Ecks.

AuBlerdem folgt unmittelbar aus den Definitionen
cos0=1, sin0=0, cosz=cos(—z), sinz= —sin(—z).

Funktionen f mit der Eigenschaft f(z) = f(—z) bzw. f(z) = —f(—z) fir alle
z € C oder z € R heiflen auch gerade bzw. ungerade.
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Satz 6.25 Fir alle z,w € C gelten die Additionstheoreme

cos(z£w) = coszcosw Fsinzsinw,

sin(z +w) = sinzcosw + cos zsinw.

Beweis Der Beweis kann wie der von Satz 6.21 durch Multiplikation der ent-
sprechenden Potenzreihen gefiihrt werden. Einfacher ist es, den Satz 6.21 und die
Identitaten (6.3) zu benutzen. So ist beispielsweise

COS Z cosSw — Sin z sinw

1

1 . 1 . . . 1. A
_ 5 (ezz +e 12)5 (ezw + e—zw) . 2_2 (ezz . e—zz)2_i<ezw . e—zw)
_ 1 (ei(z—i-w) + ei(z—w) + ez’(w—z) + 6—i(z+w)>+

4

(€i(z+w) . 6i(z—w) o ei(w—z) + 6—i(z+w))

1

(ei(ZHU) + e—i(z+w)) = cos(z + w). -

Aus den Additionstheoremen erhélt man eine Vielzahl weiterer Beziehungen zwi-
schen Sinus— und Kosinusfunktionswerten. Gleichsetzen von z und w ergibt die
fiir alle z € C giiltigen Identitéten

sin?z 4+ cos’z = 1,
cos(2z) = cos® z —sin’z = 2cos’z —1=1—2sin’z,
sin(2z) = 2sinzcosz

(wobei, wie iiblich, cos? z fiir (cos z)? steht). Auerdem gilt (HA):

. . Z2Fw . zExw

sinz £sinw = 2cos sin ,
2 2

Z 4w Z—w

cosz +cosw = 2cos Cos ,
2 2

L Z2tw . z—w

cosz +cosw = —2sin 5 sin 5

Den Tangens und Kotangens von z € C erklaren wir durch

COS z

sin z
tan z 1= , cotz:i= — .
Cos 2 sin z

Diese Definition ist natiirlich nur fiir solche z € C moglich, fiir die cos z bzw. sin z
ungleich 0 sind. Uber die Nullstellen der Sinus— und Kosinusfunktion machen wir
uns im nédchsten Abschnitt Gedanken.
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Schlieflich definieren wir fiir z € C die Hyperbelfunktionen

1

sinhz := 5 <expz - exp(—z)) = —isin(iz),
1

coshz = B <expz + exp(—z)) = cos(iz).

6.5 Der Zwischenwertsatz

Fiir die weitere Untersuchung der trigonometrischen Funktionen bendtigen wir
folgendes Resultat.

Satz 6.26 (Zwischenwertsatz von Bolzano) Sei f : [a,b] — R eine stetige
Funktion, und sei f(a) # f(b). Dann gibt es fir jede Zahl y*, die echt zwischen

f(a) und f(b) liegt (d.h. es ist f(a) < y* < f(b) oder f(b) < y* < f(a)) ein
x* € (a,b) mit f(x*) = y*.

yt L

|

£(b) - l s
|
|

I * I

O ax b

Beweis Wir fithren den Beweis mit Hilfe einer Intervallschachtelung. Sei z.B.
f(b) > f(a). Wir definieren rekursiv fiir £ > 0

I() = [CL(), bo] mit apg = a, bo = b,

|:ak+bk’bki| falls f(ak;‘bk) < y* < f(be)

Ik+1 = [ak+1, bk+1] = 2 b b
[ k,ak;— k} falls f(ak)gy*<f<ak—2i_ k)

Diese Intervalle sind ineinandergeschachtelt (d.h. Iy, C I fiir alle k), und fiir
ihre Léangen gilt

1 1
bk+1—ak+1:§(bk—ak):...zﬁ(bo—ao)—>0 fir k — oo.

Nach dem Intervallschachtelungsatz gibt es genau eine reelle Zahl x* mit x* € I}
fiir alle k, und es gilt * = limy, ., ar = lim;_., bx. Da f stetig ist, haben wir
auBerdem f(z*) = limy .o f(ar) = limg_o f(bg), und aus f(ax) < y* < f(by)
folgt nach Grenziibergang k — oo sofort f(z*) = y*. Schliefllich kann z* wegen
f(a) < y* < f(b) weder mit a noch mit b zusammenfallen. n
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Folgerung 6.27 Sei f : [a,b] — R stetig und sei f(a)f(b) < 0. Dann gibt es
eine Stelle & € (a,b) mit f(£*) = 0.

Ne A
0\ ‘
f

Mit Hilfe dieses Resultates konnen wir nun zeigen:

Satz 6.28 Die Sinusfunktion auf R besitzt genau eine Nullstelle im Intervall
(0,4].

Beweis Es ist

: = <
2n+3)! 2n+1)! (2n+3)(2n+2) ~ | 42/20 <1 falls z €[0,4], n > 1.

203 L2+ 22 { 22/6 <1 falls z € [0,2],
Auf (0,4] ist also die Sinusfunktion durch eine alternierende Reihe mit mo-
noton fallenden und gegen 0 konvergierenden Gliederbetrigen erklédrt. Ahnli-
che Abschiitzungen wie im Beweis des Leibniz—Kriteriums (Satz 5.5) liefern fiir

O<a<?2
me>a-t=a(1-2) 22(1-2) >0
Sin r—— = - — xr - =
3! 6/~ 6

und fir x =4 :

3! 5!

4 43 45 47 49 268
( >_(7! 9!)

sin4d < i =105 < 0.
Nach Folgerung 6.27 hat die reelle Sinusfunktion also eine Nullstelle zwischen 2
und 4. Wir zeigen noch, dass diese Funktion hochstens eine Nullstelle in (0, 4]
hat. Wie wir bereits gesehen haben, miissen alle diese Nullstellen in (2,4) liegen.
Angenommen, es gibt zwei solcher Nullstellen, d.h. es ist 2 < 77 < 29 < 4 und
sinx; = sinzy = 0. Nach den Additionstheoremen ist dann

sin(zy — 1) = sinxy cosxp — cos e sinxy = 0,

d.h. auch x9 — 2z ist Nullstelle. Nun ist 0 < 29 — 21 < 2, und auf dem Intervall
(0,2) ist die Sinusfunktion streng positiv. Widerspruch. ]

Die in Satz 6.28 beschriebene Nullstelle nennen wir 7. Eine nédherungsweise Be-
rechnung (z.B. iiber eine Intervallschachtelung wie im Beweis von Satz 6.26) ergibt
m A 3.14159. ... Man kann beweisen, dass 7w nicht rational ist. Aus sin7 = 0 und
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sin? 7+ cos? ™ = 1 folgt | cos | = 1. Da cos 7 reell ist, ist entweder cos 7 = 1 oder
cosm = —1. Wére cosm = 1, so wiirde aus

T T
l=cosm=cos2 -~ =1-2sin’* =
2 2

folgen, dass sin § = 0. Dies ist unmdglich, da § < 7 und da 7 die kleinste positive
Nullstelle der Sinusfunktion ist. Also ist cosm = —1. Ahnlich findet man

. T 1 ™ 0 . T s
1m — = - = m— = —
S B s COS2 , S 4 COS4 5

und mit den Additionstheoremen bekommt man sofort fiir alle z € C

sin(z4+m) = —sinz, cos(z+m) = —cosz,
sin(z+27) =  sinz, cos(z +2m) =  cosz,
sin (g + z) = Cos 2, cos (g + z) = Fsinz.

Eine Funktion f : C — C (oder f : R — R) heifit periodisch, wenn es eine
komplexe (oder reelle) Zahl p # 0 so gibt, dass f(z+p) = f(z) fiir alle z € C (oder
R). Die Zahl p heiBt dann eine Periode von f. Die Sinus— und Kosinusfunktion
sind also periodisch auf C, und 27 ist eine Periode fiir beide Funktionen. Wir
vermerken noch eine Konsequenz der Eulerschen Formel:

welche die 4 bemerkenswerten Zahlen 1,4, e, 7 miteinander verkniipft. Quadrieren
dieser Gleichung liefert e*™ = 1. Zusammen mit dem , Additionstheorem®, Satz
6.19, zeigt dies, dass

exp z = exp(z + 2mi) fiir alle z € C.

Die komplexe Exponentialfunktion ist also 2mi—periodisch.

Satz 6.29 Die komplexe Sinusfunktion hat thre Nullstellen genau in den Punkten
km mit k € Z, und die komplexe Kosinusfunktion hat thre Nullstellen genau in
den Punkten (k + 3)m mit k € Z.

Alle Nullstellen dieser komplexen Funktionen sind also reell.

Beweis Wir iiberlegen uns die Aussage fiir die Sinusfunktion. Da die Sinusfunk-
tion in (0, 7) keine Nullstellen hat und sin(z + 7) = —sinz fiir alle x € R gilt,
folgt sofort, dass die Zahlen die Gestalt km, k € 7Z, die einzigen reellen Nullstellen
der Sinusfunktion sind.
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Wir iiberlegen uns noch, dass es keine nichtreellen Nullstellen gibt. Angenommen,
es ist sin(z + ¢y) = 0 und z,y € R. Dann ist nach dem Additionstheorem

sin x cos(iy) + cos x sin(iy) = sinz coshy + i cos x sinhy = 0,

und hieraus folgt
sinxzcoshy =0, cosxsinhy = 0. (6.4)
Wegen coshy = 3 (eV + e7¥) > 0 folgt aus der ersten Gleichung von (6.4), dass

sinz = 0 und folglich x = kr mit k& € Z. Fiir diese = ist aber |cosz| = 1, und
aus der zweiten Gleichung von (6.4) folgt sinhy = 0. Dies ist dquivalent zu

1
§(ey—e_y):0 = d=e? = H=1

Diese Gleichung ist fiir y = 0 erfiillt. Weitere Losungen kann es nach Folgerung
6.24 nicht geben. Alle Nullstellen der Sinusfunktion liegen also auf der reellen
Achse. ]

6.6 Monotonie und Umkehrfunktion

Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifit monoton wachsend (fallend), wenn
fir alle 21,29 € D mit 27 < zy gilt: f(z1) < f(z2) (bzw. f(z1) > f(x2)).
Die Funktion f heiit streng monoton wachsend (fallend) auf D, wenn fiir alle
x1,Te € D mit x1 < x9 gilt: f(z1) < f(z2) (bzw. f(z1) > f(x2)). Nach Folgerung
6.24 ist die Exponentialfunktion streng monoton wachsend auf R.

Jede streng monotone Funktion ist injektiv (aus x; # x5 folgt f(z1) # f(22))
und, betrachtet als Funktion f von D auf f(D) = W(f), auch surjektiv. Man
kann also ihre Umkehrfunktion f~!': W(f) — D bilden.

Satz 6.30 Sei [ C R ein Intervall, und f : I — R sei streng monoton wachsend
(oder fallend). Dann ist die Funktion f=': W (f) — I ebenfalls streng monoton
wachsend (oder fallend), und diese Funktion ist stetig.

Beachten Sie, dass wir die Stetigkeit von f nicht verlangt haben.

Beweis Sei beispielsweise f streng monoton wachsend. Wenn f(x;) = y; und
f(zg) = yo sowie y; < yo ist, so muss auch x; < x5 sein (andernfalls wiirde ja aus
x1 > w9 auch f(xy) > f(xs) folgen, da f monoton wachsend ist). Also ist auch
f~! streng monoton wachsend.

Wir zeigen noch die Stetigkeit von f~! in jedem Punkt yo € W(f), d.h. wir zeigen
Ve>0 36>0 VyeW(f) mit |y—yo|<d gilt: |f(y)—f w) <e.
Diesen Beweis fiihren wir indirekt. Wir nehmen also an, dass

Je>0 Vo>0 TyeW(f) mit |y—wyo| <6:[f () — fF y)| > e
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Da dies fiir alle 6 > 0 gelten soll, konnen wir fiir 6 der Reihe nach die Zahlen
1/1,1/2,...,1/k, ... wihlen und erhalten

Es gibt Zahlen y, € W(f) mit yr — o so, dass |f'(yx) — f ' (v0)| > e.

- 1 -1 T
Sei zp == f~'(yr) und z¢ := f~'(yo). Da I }
|z — zo| > €, ‘1st st‘ets Wen%g.stens eine der Y VYTV S Ty
folgenden Moglichkeiten realisiert: Lo =€ To Lo+ €

e Es ist x, < xg — e fiir alle k aus einer unendlichen Teilmenge N von N,
oder

e esist xp > xg + ¢ fiir alle k£ aus einer unendlichen Teilmenge Nz von N.

Im ersten Fall gilt wegen der strengen Montonie von f
yr = f(z) < f(zg —e) furalle k € Ny,
woraus nach Grenziibergang k& — oo folgt
yo < f(xo —¢€) < f(xg) =1y, ein Widerspruch.

Genauso erhilt man im zweiten Fall einen Widerspruch. Also ist f~! stetig.

6.6.1 Die reelle Logarithmusfunktion

Nach Folgerung 6.24 ist die Exponentialfunktion auf ganz R streng monoton
wachsend. Der Wertebereich dieser Funktion ist das Intervall (0,00). Wegen
expn = €" > 2" nimmt sie ndmlich beliebig grofie und wegen exp(—n) =
(expn)~! auch beliebig kleine positive Werte an. Nach dem Zwischenwertsatz
muss sie dann alle positiven Werte annehmen. Auflerdem ist expx # 0 fiir alle
z € R, so dass exp (wieder nach dem Zwischenwertsatz) keine negativen Werte
annimmt. Die Umkehrfunktion der Funktion exp : R — (0, 00) heifit der natiirli-
che Logarithmus. Sie wird mit In oder log bezeichnet. Der natiirliche Logarithmus
In ist also eine Abbildung von (0, c0) auf R, und aus den entsprechenden Eigen-
schaften der Exponentialfunktion erhélt man leicht:

e In ist streng monoton wachsend und stetig auf (0, 00) (Satz 6.2).
e Inl=0,Ine=1, lim, o190 Inz = —00, lim, ., Inz = +00.
e Fiir alle z,y € (0,00) ist zy = @) sowie zy = 7 - ¥ = eM@+ny al50

In(zy) =Inz +Iny.
e Insbesondere ist In(1/2) = —Inx und In(z") = nlnx.
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Die Logarithmusfunktion erméglicht die Definition von Potenzen zu einer belie-
bigen Basis a > 0 durch
a® =™ fiir b € R.

Fiir a € (0,1) ist Ina < 0, und fiir @ > 1 ist Ina > 0. Die Exponentialfunktion
zur Basis a,
R—R, x+—a",

ist daher fiir a € (0,1) streng monoton fallend und fiir @ > 1 streng monoton
wachsend. Fiir a = 1 ist die Funktion z +— a” konstant gleich 1. Man bestétigt
auch leicht die aus der Schule bekannten “Potenzgesetze”

az+y _ e(z+y) Ina zlna eylna _

=e aa?,

x zlna
(ax)y _ 6yhrl(a ) — 6yln(e ) 6ymlna _ a(my)'

Wegen a® = (%)_1’ ist der Graph der Funktion x — a” das Spiegelbild des Gra-

phen der Funktion z — (1/a)” an der y—Achse.

Fir @ > 1 nennen wir die Umkehrfunktion zu R — (0,00),z +— a® den Loga-
rithmus zur Basis a und bezeichnen diese Funktion mit log, . Insbesondere ist
log, =In.

X 10*
eCE
1 x
(3)
21‘

1 logy
Inz
log,qx

0 1 F

Ganz dhnlich erhilt man, dass die fiir a € R definierte Potenzfunktion

(0,00) = R, x> 2% := "
auf (0,00) streng monoton wachsend ist fiir a > 0, streng monoton fallend fiir
a < 0 und konstant gleich 1 fiir a = 0. Fiir a # 0 ist ihre Umkehrfunktion gegeben
durch

(0,00) = R, z+— /2.
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Nach Satz 6.30 sind diese Funktionen stetig.

A 1’3 562
NZA
N&
1 _
0 '1 x

6.6.2 Zyklometrische oder Arkusfunktionen

Die zyklometrischen Funktionen sind die Umkehrfunktionen der trigonometri-
schen Funktionen. Da die trigonometrischen Funktionen nicht auf ganz R injektiv
sind (Periodizitét!), kann man sie nur auf Teilintervallen von R umkehren, und je
nach Wahl dieses Intervalls ergeben sich verschiedene Umkehrfunktionen. Haufig

gewihlt werden folgende Intervalle:

|
—

(a) f(z)=sinz auf [-7/2,7/2]. arccos T
f~Yz) = arcsinz auf [—1,1]. ‘
(b) f(x) = coszx auf [0, ], .
f~Y(x) = arccos z auf [—1,1]. oSt
1 ~-~l‘\< sin x
(¢) f(z) =tanx auf (—7/2,7/2). N
f~H(x) = arctan x auf R. — [EANE .
51010 1 g e
(d) ;(Iz = cot z auf (0, ). I L cosa

= arccot x auf R.

~—

T
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6.6.3 Areafunktionen

Die Areafunktionen sind die Um-
kehrfunktionen der Hyperbelfunktio-
nen. Da sinh auf R streng mono-
ton wachsend ist, existiert die Um-
kehrfunktion: f~!'(z) = arsinhz auf
R. (Lies: Areasinushyperbolicus). Da-
gegen ist die Funktion x — coshz auf -
(—00,0] streng monoton fallend und

auf [0,00) streng monoton wachsend. =
Aus cosh[0,00) = [1, 00) folgt: Die Um- N
kehrfunktion zu f : [0,00) — [1,00), A
x +— cosh x ist definiert. Man bezeich-

net sie mit arcosh.

Weiter definiert man auch

sinh cosh z
und cothz :=

tanh z :=
cosh z sinh «

(letzteres nur fiir x € R\{0}) und hat Umkehrfunktionen artanhz auf (—1,1)
und arcoth z auf (—oo, —1) U (1, 00).

6.7 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen
6.7.1 Kompakte Mengen

Wir haben bereits mehrfach den Satz von Bolzano/Weierstra3 benutzt. Dieser
gilt in R und auch in R", jedoch nicht in beliebigen metrischen Rdumen. Rdume,
in denen dieser Satz gilt, spielen eine wichtige Rolle in der Analysis.

Definition 6.31 Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Menge A C M heifst
kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge von A einen Hdaufungspunkt besitzt,
der zu A gehort. Insbesondere ist jede endliche Menge kompakt. Mengen, deren
Abschlieffung kompakt ist, heiffen relativ kompakt .

Der folgende Satz wird genauso bewiesen wie die Aquivalenz der beiden Fassungen
des Satzes von Bolzano/Weierstral (Sétze 4.8 und 4.9).

Satz 6.32 Sei (M,d) metrischer Raum. FEine Menge A € M ist genau dann
kompakt, wenn jede Folge in A eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert
zu A gehort.
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Wir beschreiben nun einige Eigenschaften kompakter Mengen.
Satz 6.33 Kompakte Mengen sind abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M kompakt.

Abgeschlossenheit von A: Sei x* € M Héaufungspunkt von A. Dann gibt es eine
Folge (x,) in A, die gegen x* konvergiert. Nach Satz 6.32 besitzt diese Folge eine
Teilfolge (zy, ), die gegen ein Element x** aus A konvergiert. Die Grenzwerte von
() und (zy,) fallen aber zusammen (Satz 3.21). Also gehort z* = ™ zu A.

Beschrinktheit von A: Der Beweis erfolgt indirekt: Wir nehmen an, dass A
unbeschrankt ist und konstruieren eine Folge, die keine in A konvergente Teilfolge
besitzt.

Sei xy € A beliebig. Wir wihlen x; € A so, dass d(z1,79) > 1. Die weiteren
Folgenglieder definieren wir rekursiv. Wenn g, 1, . . ., £y bereits konstruiert sind,
so sei Ry der Radius einer Kugel um zq, die z1, ..., x; enthilt. Wir wihlen dann
Ty1 S0, dass d(xg41,x0) > Ry + 1. Fiir alle [ < k ist dann

d(xpy1,x) > d(xps1,x0) — d(zo, 1) > R +1 — R = 1.

Je zwei beliebige Glieder der Folge (x,,) haben also einen Abstand von mindestens
1 voneinander. Diese Folge enthélt daher keine konvergente Teilfolge. ]

Satz 6.34 Eine Teilmenge des Euklidschen Raumes R¥ ist genau dann kompakt,
wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis Ist A € R¥ kompakt, so ist A abgeschlossen und beschrinkt nach Satz
6.33. Umgekehrt ist nach dem Satz von Bolzano/Weierstral im R* (Folgerung
4.17) jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge des R* kompakt. ]

Folgerung 6.35 Fine Teilmenge des R* ist genau dann relativ kompakt, wenn
sie beschrinkt ist.

Fiir eine weitere Charakterisierung kompakter Mengen definieren wir zunéchst:

Definition 6.36 Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M. Weiter sei G =
(Go)aer ein System offener Mengen in M. Das System G heifit eine offene Uber-
deckung von A, wenn A C Une;Go. Man sagt weiter, dass G eine endliche Uber-
deckung von A enthdlt, wenn es endlich viele Indizes o, . .., a, € I so gibt, dass

AC Gy U...UG.,.

Satz 6.37 (Uberdeckungssatz von Heine/Borel) Sei (M, d) ein metrischer
Raum. Eine Menge A C M ist genau dann kompakt, wenn sich aus jeder offenen
Uberdeckung von A eine endliche Uberdeckung auswdhlen ldsst.
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Beachten Sie, dass man die kompakten Mengen bereits mit Hilfe der offenen Men-
gen vollstédndig charakterisieren kann.

Beweis Den kompletten Beweis finden Sie in Lehrbiichern zur Funktionalana-
lysis. Wir werden den schwierigeren Teil nur fiir M = R zeigen. Dieser Teil ldsst
sich auch noch ohne Miihe auf den Fall M = R* iibertragen (Intervalle werden
zu Quadern).

(«<=) Wir zeigen: Wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Uber-
deckung enthélt, so ist A kompakt. Diesen Beweis fithren wir indirekt. Angenom-
men, A besitzt eine unendliche Teilmenge .5, die keinen Haufungspunkt in A hat.
Dann besitzt jeder Punkt x von A eine offene Umgebung U, (x) (wobei r von x
abhéngen kann), die auler moglicherweise x selbst keinen weiteren Punkt aus S
enthélt.

Das System {U,(z)}se bildet eine offene Uberdeckung von A. Jede Menge aus
diesem System {iberdeckt hochstens eine Punkt von S. Da S unendlich viele
Punkte enthilt, kann man aus {U,(z)}.ca keine endliche Uberdeckung von A
auswahlen. Widerspruch zur Voraussetzung.

(=) Seinun speziell M = R und A C R kompakt. Weiter sei G := (G, )aes €ine
offene Uberdeckung von A. Wir miissen zeigen, dass man aus G eine endliche
Uberdeckung von A auswihlen kann. Dies zeigen wir wieder indirekt, d.h. wir
nehmen an, es lasse sich aus G keine endliche Uberdeckung von A auswéhlen.

Es sei Jy ein abgeschlossenes Intervall, welches A enthilt. (Dieses existiert we-
gen der Beschrianktheit von A.) Wir zerlegen Jj in zwei gleichlange abgeschlossene
Teilintervalle. Wenigstens eines dieser Teilintervalle hat die Eigenschaft, dass sich
der Durchschnitt von A mit diesem Teilintervall nicht durch endlich viele der G,
iiberdecken lédsst. Dieses Teilintervall nennen wir J;. Nun halbieren wir J; und
wihlen wie oben ein abgeschlossenes Teilintervall Jo von Ji, so dass zur Uber-
deckung von A N J; unendlich viele der G, nétig sind. Wir fahren so fort und
erhalten eine Folge Jy D J; D Jy D ... ineinander geschachtelter abgeschlosse-
ner Intervalle, deren Intervalllingen eine Nullfolge bilden und bei denen fiir die
Uberdeckung von AN J, jeweils unendlich viele der G, erforderlich sind.

Nach dem Intervallschachtelungssatz gibt es ein x € R mit x € J; fiir alle k. Da
A abgeschlossen ist, ist € A. Insbesondere gibt es ein G, € G mit x € G,. Da
G, offen ist, gibt es ein € > 0 so, dass (z — &, + €) C G,. Dann liegen aber fiir
hinreichend grofies n auch alle Intervalle J,, in G,. Jedes dieser Intervalle (und
damit jede der Mengen J,, N A) wird also bereits durch eine Menge G, iberdeckt.
Widerspruch. n
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6.7.2 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Satz 6.38 Seien X,Y metrische Raume, A C X kompakt und f : A — Y eine
stetige Funktion. Dann ist auch f(A) kompakt.

Kurzfassung: Stetige Funktionen iiberfiihren kompakte Mengen in kompakte
Mengen.

Beweis Sei (y,) eine Folge in f(A) C Y. Wir wéhlen zu jedem y,, ein x, € A
mit f(z,) = y,. Da A kompakt ist, besitzt die Folge (z,) eine in A konvergente
Teilfolge (z,) mit Grenzwert z* € A. Aus zp, — «* und der Stetigkeit von f
folgt f(zk,) = yk, — f(z*) € f(A). Also besitzt (y,) eine in f(A) konvergente
Teilfolge. [

Im Falle Y = R lésst sich dieser Satz noch ergéinzen. Da f(A) beschrinkt ist,
besitzt f(A) ein (endliches) Infimum und Supremum, und da f(A) abgeschlossen
ist, ist das Infimum ein Minimum und das Supremum ein Maximum.

Satz 6.39 (Weierstrafl) Sei X ein metrischer Raum, A C X kompakt und
f A — R stetig. Dann gibt es Punkte Ty, , Tmax n A so, dass

f@nin) = inf f(z),  f(zmx) = sup f(z).
ze z€EA

Kurzfassung: Stetige reellwertige Funktionen auf kompakten Mengen nehmen
ihr Infimum und ihr Supremum an.

Die Kompaktheit des Definitionsgebietes einer bijektiven stetigen Funktion ga-
rantiert auch die Stetigkeit der Umkehrfunktion. Genauer:

Satz 6.40 Seien X,Y metrische Riume, A C X kompakt, f: A —Y stetig und
injektiv. Dann ist f~': f(A) — A stetig.

Beweis Sei (y,) eine Folge in f(A) mit Grenzwert y* € f(A). Seien x,,z* € A
so, dass f(z,) = y, und f(x*) = y*. Wir zeigen, dass x,, — z*. Wire dies nicht
der Fall, so gébe es eine Umgebung U.(z*) mit ¢ > 0, auflerhalb derer unendlich
viele der x, liegen. Wegen der Kompaktheit von A l&t sich aus diesen z,, eine
konvergente Teilfolge (z,, ) auswéhlen, deren Grenzwert T von x* verschieden ist
(aus d(z*,x,,) > e folgt ja d(2*,T) > ). Aus der Stetigkeit von f folgt nun
Yn, = f(xn,) — f(T). Da aber bereits y, — y* gilt, muss f(Z) = y* und somit
T = z* sein, ein Widerspruch. [

Mit diesem Resultat kann man auch eine gewisse Umkehrung zu Satz 6.30 zeigen.

Satz 6.41 Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine stetige
und injektive Funktion. Dann ist f streng monoton.
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Einen Beweis finden Sie in Barner/Flohr, Analysis I, S. 236.

Abschlieflend diskutieren wir eine weitere Eigenschaft stetiger Funktionen auf
kompakten Mengen, die in vielen Beweisen ausgenutzt wird. Dazu vereinbaren
wir:

Definition 6.42 Seien X,Y metrische Riume, A C X und f : A — Y. Die
Funktion f heifit gleichméfig stetig auf A, wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 so
gibt, dass fir alle x,y € A mit dx(z,y) <6 gilt: dy (f(z), f(y)) < e.

Beachten Sie, dass § nicht mehr von x bzw. y abhéngt, sondern allein von e
(wahrend bei der Definition von “f ist stetig auf A” § sowohl von ¢ als auch
von x € A abhéngt). Hélt man in der Definition der gleichméafiigen Stetigkeit den
Punkt y = xq fest, so ergibt sich gerade die Stetigkeit von f an der Stelle zy. Aus
der gleichmdfsigen Stetigkeit von f auf A folgt also die “gewohnliche” Stetigkeit
von f in jedem Punkt von A. Die Umkehrung gilt i.a. nicht, wie folgendes Beispiel
zeigt.

Beispiel Fiir z € (0,1] sei f(x) := 1/x. Die Funktion f ist auf (0, 1] stetig. Wire

sie auch gleichméfig stetig auf (0, 1], so gébe es fiir ¢ = 1 ein 6 > 0 so, dass aus

|z —y| <0 folgt |1/x —1/y| < 1.

Wir wiihlen n € N so, dass = < §. Fiir 2 := £ und y := 5~ ist dann |z —y| < 6,
1

aber |1 — ;| =n, ein Widerspruch. n

Satz 6.43 Seien X,Y metrische Riume, A C X kompakt und f : A —'Y stetig.
Dann ist f gleichmajfig stetig auf A.

Kurzfassung: Stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind gleichméflig ste-
tig.

Beweis Wir stiitzen den Beweis auf die in Satz 6.32 bewiesene Charakterisierung
kompakter Mengen und fithren ihn indirekt. (Empfehlung: Suchen Sie einen al-
ternativen Beweis unter Benutzung des Heine/Borelschen Uberdeckungssatzes.)
Angenommen, f ist auf A stetig, jedoch nicht gleichméfig stetig. Im Gegensatz
zur Definition der gleichméfligen Stetigkeit

Ve>0 30>0 Vr,ye A mit dx(z,y) <J: dy(f(x),f(y)> <e
soll also gelten
Je>0 Vo>0 drs,ys € A mit dx(zs,ys) <9 : dy(f(ﬂfg),f(Qg)) > e.
Dies gilt fiir alle 6 > 0. Wir wéhlen fiir 0 die Zahlen 1/k mit & € N\{0} und
schreiben xy, y), statt xs,ys. Wir erhalten so zwei Folgen (zy), (yx) in A. Da A

kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (z,,) von (zj) mit Grenzwert
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x* € A. Da nach Wahl von xzy,y, fiir alle & die Ungleichung dx (zx, yx) < 1/k
gilt, konvergiert auch die Teilfolge (yn,) von (yx) gegen z*. SchlieBlich gilt mit
der Dreiecksungleichung fiir jedes ny

0 <& < dy (F(@n). F@n)) < dy (), Fa) +dy (£, F@a0))-

Nun ist f stetig. Fiir kK — oo konvergiert daher die rechte Seite dieser Abschitzung
gegen (0, woraus der Widerspruch 0 < ¢ < 0 folgt. [

6.8 Stetige Funktionen auf zusammenhingenden Mengen

Wir wollen nun versuchen, die anschauliche Vorstellung, dass eine Menge aus
“einem Stiick” sein oder aus “mehreren Teilen” bestehen kann, zu prézisieren.

Definition 6.44 Sei X ein metrischer Raum. FEine Teilmenge A C X heifit
zusammenhéngend , wenn es keine zwei offene Mengen G, G in X mit folgenden
FEigenschaften gibt:

Glﬂng(D AQG1UG2, AﬂGl%Q und AﬂGQ#@

Diese Definition ist etwas verzwickt. Am einfachsten ist wohl zu verstehen, wann
eine Menge nicht zusammenhéngend ist:

G1 PR -~ TN G2
/ \ 4 \
[ ) [
\ / \ /
A

Dagegen sind folgende Mengen zusammenhéngend:

Die Menge in letzten Bild ist der Graph der Funktion x +— sin(1/x) fiir > 0,
vereinigt mit dem Intervall [—1,1] auf der y—Achse. Wir beschreiben nun die
zusammenhédngenden Teilmengen von R.

Satz 6.45 Die folgenden Aussagen sind dquivalent fir eine Menge A C R:
(a) A ist zusammenhdingend.

(b) Aus z,y € A und x < z < y folgt z € A.
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Beweis (a) = (b) Diese Implikation zeigen wir indirekt. Angenommen, es gibt
Punkte x,y € A und z € R\A mit x < z < y. Dann sind die Mengen

G1:=(—00,2) und Gy :=(z,+00)

offen und nicht leer. Weiter ist G; N Gy = ) und A C G; U G5, und die Durch-
schnitte AN Gp und AN G, sind nicht leer, da jaz € Gy N A und y € Go N A.
Also ist A nicht zusammenhéngend.

(b) = (a) Auch diesen Teil zeigen wir indirekt. Ist A nicht zusammenhéngend,
so gibt es offene Mengen G, Gy C R mit

GiNGy=0, ACG UG, ANG #0, ANG,#0.

Wir withlen Punkte z € ANG; und y € ANG,. Wegen GiNGy = () ist o # y, und
um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, nehmen wir z < y an (andernfalls
tauschen wir die Rollen von G; und Gs). Unser Ziel ist es, einen Punkt z € R
mit x < z < y zu finden, der nicht zu A gehort.

Dazu betrachten wir die Menge C' := G N[z, y]. Diese Menge ist beschriankt und
nicht leer und besitzt folglich ein endliches Supremum z := sup C. Wegen C' C
[z,y] ist x < z < y. Wir zeigen, dass z < y. Da y innerer Punkt von Gj ist, gibt es
eine offene Umgebung U von y, die ganz in Gq liegt. Wegen Gy N Gy = () enthiilt
U keine Punkte aus GG, und da U offen ist, kann U auch keine Haufungspunkte
von G enthalten. Insbesondere ist z ¢ U und damit z < y. Ganz dhnlich macht
man sich klar, dass = < z.

Wir zeigen, dass z ¢ Gy U Gy. Zunichst ist z ¢ G. Da namlich (wie wir bereits
wissen) z € (x,y) ist und G; offen ist, wiirde aus z € G folgen, dass mit z auch
eine ganze Umgebung von z in G; N (z,y) liegt. Dann kann aber z nicht das
Supremum von C' sein.

Der Punkt z kann aber auch nicht in GG, liegen, da er dann ja einerseits ein innerer
Punkt von G5 wire, andererseits in jeder Umgebung von z Punkte aus G ldgen,
im Widerspruch zu G4 N Gy = 0.

Also ist z ¢ G1 U G5 und damit erst recht z ¢ A. n

Folgerung 6.46 FEine Teilmenge von R ist genau dann zusammenhdngend, wenn
sie gleich einem der Intervalle

@b, [ad), (b oder (c.d)
ist, wobei ¢ = —o0 und d = +00 zugelassen sind.

Beweis Mit Satz 6.45 macht sich sofort klar, dass jedes der angegebenen In-
tervalle zusammenhéngend ist. Sei umgekehrt A eine nichtleere Teilmenge von
R, die nicht von der Gestalt eines dieser Intervalle ist, und sei m := inf A und
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M = supA (m = —oo und M = +oo sind zugelassen). Dann existiert ein
Punkt z € R\A mit m < z < M (da sonst ja eine der Intervalldefinitionen
erfiillt wére). Dann findet man (vgl. Satz 1.13) aber auch Punkte z,y € A mit
m < x < z<y< M. Nach Satz 6.45 kann A nicht zusammenhéngend sein. =

Dieses einfache Bild, welches man von den zusammenhéingenden Mengen in R hat,
dndert sich drastisch, wenn man zu R? oder C iibergeht. Z.B. kann man relativ leicht
iiberpriifen, dass die Juliamengen (die wir in Abschnitt 4.5 kurz angesprochen haben)
fiir alle Parameter ¢ € [—2,1/4] zusammenhingend sind, wihrend sie fiir alle Parameter
von Betrag grofler 2 nicht zusammenhéngend sind. Sie sind dann sogar in einem beson-
ders hohen Maf} nicht zusammenhéngend: ihre Bilder dhneln “fein verteiltem Staub”.
Man nennt solche Mengen auch total unzusammenhdingend.

Fiir die iibrigen Parameterwerte ist es meist nicht so einfach zu entscheiden, ob die
zugehorige Juliamenge zusammenhéngend ist oder nicht. Wirklich erstaunlich ist aber
der folgende Satz:

Die zum Parameter ¢ gehdrende Juliamenge ist genau dann zusammenhéngend,
wenn ¢ zur Mandelbrotmenge gehort.

Auflerdem weiss man noch (Donady/Hubbard 1982):
Die Mandelbrotmenge ist zusammenhéngend.

Fiir Details muss ich Sie auf Spezialliteratur verweisen. [ |

Abschliefend schauen wir uns stetige Funktionen auf zusammenhéngenden Men-
gen an.

Satz 6.47 Seien X,Y metrische Riume, A C X zusammenhdingend, und f :
A =Y sei stetig. Dann ist f(A) zusammenhdngend.

Kurzfassung: Stetige Funktionen iiberfithren zusammenhéngende Mengen in zu-
sammenhingende Mengen.

Beweis Angenommen, f(A) ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren nicht-
leere offene Teilmengen G, G5 von Y so, dass

GiNGy =0, fA)CG UG fANG #0, f(ANGy£0.  (6.5)

Seien Dy := f~1(Gy) und Dy := f~1(Gy). Da f stetig ist, sind D; und D, offen
in X (Satz 6.5), und aus (6.5) folgt sofort

DlﬂDQZQ), AngUDQ, Ale#w und AODQ#Q)
Also ist A im Widerspruch zur Voraussetzung nicht zusammenhéngend. [

Speziell kénnen wir diesen Satz anwenden auf stetige Funktionen f : [a,b] — R.
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Da das Intervall [a, b] zusammenhéngend ist, ist auch f([a,b]) nach Satz 6.47 zu-
sammenhéngend. Dann ist f([a, b]) nach Folgerung 6.46 ein Intervall. Da f(a) und
f(b) diesem Intervall angehoren, muss auch jeder zwischen f(a) und f(b) liegende
Wert ein Funktionswert von f sein. Dies ist aber genau die Aussage des Zwischen-
wertsatzes (Satz 6.26). Umgekehrt konnen wir Satz 6.47 als Verallgemeinerung
des Zwischenwertsatzes auf beliebige metrische Rdume deuten.
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7 Differentialrechnung fiir reelle Funktionen ei-
ner reellen Verdnderlichen

Die Beschéftigung mit den folgenden beiden Problemen hat wesentlich zur Her-
ausbildung der Differentialrechnung beigetragen.

Tangentenproblem (Leibniz) Gegeben ist eine reellwertige Funktion f, die auf
einer Umgebung von zy € R definiert ist. Gesucht ist der Anstieg der Tangenten
an den Graphen der Funktion f im Punkt (z, f(z¢)). Der Anstieg der Sekante
durch (xg, f(zo)) und (zo + h, f(xg + h)) mit h # 0 ist leicht zu bestimmen:

f(xo+h)— f(xo)  flwo+h)— f(xo)
(.To—f—h)—l'g N h ’

Sekante

Anschaulich erwartet man, dass sich der Anstieg der Tangente in (zg, f(x)) er-
gibt, wenn man den Grenzwert der Sekantenanstiege fiir o — 0 betrachtet:

lim f(zo+h) — f(xo) '
h—0 h

Geschwindigkeitsproblem (Newton) Sei s(t) die bis zur Zeit t zuriickgelegte Weg-
lange eines Massepunktes bei geradliniger Bewegung. Bei gleichformiger Bewe-

gung ist der Quotient
s(t) — s(to)

t— 1o
von den Zeitpunkten ty,¢ unabhingig und gibt die Geschwindigkeit des Mas-
sepunktes an. Bei einer beschleunigten Bewegung kann dieser Quotient nur ei-
ne Durchschnittsgeschwindigkeit sein. Die Momentangeschwindigkeit zum Zweit-
punkt ¢y sollte sich als Grenzwert ergeben:

L s(t) = s(to)
olto) = Jim —— =

V=
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7.1 Definition der Ableitung und einfache Eigenschaften

Definition 7.1 Set D C R, f: D — R, und xg € D sei ein Haufungspunkt von
D. Dann heifit die Funktion

f(@) = f(xo)

D\{zo} - R, =z pr—

der Differenzenquotient von f in xq. Die Funktion f heifit in xq differenzierbar ,
wenn der Grenzwert

i @) = S@0) _ - fwo +h) — f(wo)

T—To T — 2o h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f an der Stelle x¢ und wird mit
f'(xq) oder % (x0) bezeichnet. Die Funktion f heifit differenzierbar auf D, wenn
jeder Punkt von D ein Hdaufungspunkt von D ist und wenn f in jedem Punkt von
D differenzierbar ist. Schliefilich heifit f stetig differenzierbar auf D, wenn f auf
D differenzierbar ist und wenn die Funktion

f:D—R, z~ f(z)
auf D stetig ist.

Eine dquivalente Beschreibung der Differenzierbarkeit liefert folgender Satz.

Satz 7.2 (Zerlegungssatz) Sei D C R und xg € D Hdaufungspunkt von D. Die
Funktion f ist genau dann differenzierbar in xqy, wenn es eine reelle Zahl o und
eine Funktion r : D — R, die in xq stetig und gleich 0 ist, so gibt, dass

f(x) = f(zo) + a(x — zo) + r(x)(x — o) fiir allex € D. (7.1)
In diesem Fall ist a = f'(x).
Beweis (=) Sei f differenzierbar in zy. Dann definieren wir v := f’(z¢) sowie

J@ZJ@) _ iy galls x e D\fo)

r(x) = T — X
0 falls = = xg.

Offenbar ist die Funktion r auf ganz D definiert und gleich 0 in z,. Wegen
f(@) — flxo)

r — 2o

lim r(x) = lim (

T—T0 T—T0

- f’(mo)) =0 =r(z)
ist sie auch stetig in zy. Mit dieser Wahl von « und r folgt

f(@) — flo)

Tr — g

=a+r(x) bzw. f(z)= f(zo)+ alzr — zo) + r(z)(z — z0)
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zunéchst fir alle x € D\{z¢}. Letzteres ist aber auch fiir z = x, richtig.
(«<=) Aus (7.1) folgt fiir alle z € D\{x¢}
f(z) — f(zo)

PR a+r(x). (7.2)

Die rechte Seite von (7.2) hat fiir © — 2y den Grenzwert oo+ r(z) = a. Also hat
auch die linke Seite von (7.2) diesen Grenzwert:

L) )
a—z0 T — X
Das heifit aber, dass f in xq differenzierbar und f'(xy) = « ist. ]

Folgerung 7.3 Ist f differenzierbar in xy, so ist f stetig in xg.

Dazu ldsst man in (7.1) = gegen xq streben und erhélt lim, .., f(z) = f(zo). =
Die Umkehrung von Folgerung 7.3 ist falsch, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel Die Funktion f : z — |z| ist auf R stetig, in zp = 0 € R aber nicht
differenzierbar. Fiir xy = 0 und x € R\{0} ist nédmlich

f(x)—f(xo)_m_{ 1 falls >0

T — X T -1 falls z < 0.
Der Grenzwert von %ﬂ)xo) fiir x — x( existiert also nicht. n

Dieses Beispiel legt nahe, in Analogie zu links— und rechtsseitigen Grenzwerten
von Funktionen auch einseitige Ableitungen zu betrachten. So nennt man die
Grenzwerte (sofern sie existieren)

Pro=0y= tim TEZIE b g o) =t LT

die links— bzw. rechtsseitige Ableitung von f an der Stelle xy. Fiir die Funktion
f:x— |z|ist also
f(0=0)=-1, f(0+0)=+1.

7.2 Rechnen mit Ableitungen

Satz 7.4 Seien f und g an der Stelle xy € R differenzierbar und ¢ € R. Dann
sind auch die Funktionen f £ g,cf, fg sowie (falls g(xo) # 0) f/g an der Stelle
xo differenzierbar, und es gilt

(f£9)(x0) = f(20) %9 (20), (cf) (z0) = cf'(20),

(f9)(z0) = [f'(x0)g(x0) + f(20)g (20),
(F/g) (z0) = f'(x0)g(x0) — f(20)g (930)_




Beweis Wir iiberlegen uns beispielsweise die Produktregel:

(Fo)(mo) = tim L9 = F(@o)g(wo)

_ i L @9(@) = f(@o)g(2) + flxo)g(w) — f(z0)g(20)
= i IO g 4 i) piy LD=00)
= f'(z0)g(0) + f(20)g (20). o

Fiir die Differenzierbarkeit verketteter Funktionen hat man folgendes Resultat.

Satz 7.5 (Kettenregel) Die Funktionen f und g seien so beschaffen, dass die
Verkettung go f gebildet werden kann. Weiter sei f an der Stelle xq und g an der
Stelle f(xq) differenzierbar. Dann ist g o f an der Stelle xq differenzierbar, und

(90 f)(20) = ¢ (f(20)) - f'(w0). (7.3

Beweis Wir fithren den Beweis mit Hilfe von Satz 7.2. Differenzierbarkeit von
f in xy bzw. von g in f(x¢) bedeutet demnach

@) = fao) = f(@o)(@ = z0) +r(2)(x = 20), (7.4
o) = 9(f@) = o (@) (y= (o) +5) (v flw0)),  (75)

wobei die Funktion 7 in xg stetig und gleich 0 ist und s in f(x() stetig und gleich
0 ist. Wir ersetzen in (7.5) y durch f(x) und setzen dann (7.4) in (7.5) ein:

9(F@) - 9(s0) = ((xo)(m fo)) +5(£@) (f@) = f(x0)
= ¢ (1(@0)) £/ @o) (@ = o) + g/ (f(z0) )r(a) (& — o)

)
e
() (e i
- (o)

I (o) (@ — o) + t(z)(z — x0)
mit t(z) = ¢'(f(xo))r(z)+ s(f(z))f'(xo) + s(f(x))r(z). Die Funktion ¢ ist an der
Stelle zy stetig und gleich 0 (Satz 6.6). Aus Satz 7.2 folgt die Behauptung. ]
Es sei nun f eine bijektive Funktion. Wenn f an der Stelle x differenzierbar ist

und wenn die Umkehrfunktion g = f~! an der Stelle yo = f(x¢) differenzierbar
ist, dann folgt aus der Kettenregel (7.3)

L= (g0 f)(w) = () S w) bow. o) = 5.
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Wir zeigen nun, dass diese Resultate bereits unter weit schwécheren Vorausset-
zungen an g (Stetigkeit in yo) gelten, wenn man die Invertierbarkeit von f’(xg)
fordert.

Satz 7.6 Die bijektive Funktion f sei an der Stelle xq differenzierbar, und es sei
f'(zo) # 0. Weiter sei die Umkehrfunktion g = f~' an der Stelle yo = f(xo)
stetig. Dann ist g differenzierbar an der Stelle yy, und es gilt

, 1
g (yO) - f,(

I'()).

(7.6)

Beweis Sei y # yo aus dem Definitionsbereich von g und g(y) =: z. Dann ist

9W) —9(yw) _ == (77)

Y — Y f(x) = flzo)

Strebt y gegen 1y, so streben wegen der Stetigkeit von g an der Stelle y, die
entsprechenden Funktionswerte g(y) = = gegen g(yo) = xo, und damit strebt

f(@) — f(xo)

r — Tg

gegen  f'(xo).

Aus f'(zg) # 0 folgt weiter

. T — g 1
lim

e=ao [(x) — f(z0)  f'(x0)

Die rechte Seite von (7.7) konvergiert also fiir y — yo gegen 1/ f'(xo). Dann muss
auch die linke Seite von (7.7) fir y — yo konvergieren (d.h. g ist differenzierbar
an der Stelle yg), und der Grenzwert ist 1/ f'(z¢) (d.h. die Beziehung (7.6) gilt). m

Anmerkung Es gibt Funktionen, die auf ganz R stetig, jedoch in keinem Punkt
von R differenzierbar sind. Um eine solche Funktion zu konstruieren, sei zunichst
g die 1-periodische Funktion mit g(x) = |z| fiir || < 1/2.

1/2

Die Funktion g ist genau an den Stellen k/2 mit k € Z nicht differenzierbar. Wir
“verdichten” diese “singuléaren Stellen”, indem wir fiir 7 € N definieren

1

() i= 57 9(272).
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Jede Funktion g; ist stetig und genau an den Stellen k/2/*! mit k& € Z nicht
differenzierbar. Wir erklédren eine Funktion f: R — R durch

f(x) = Z g;().

Man kann nun zeigen

e diese Reihe konvergiert fiir jedes © € R. (Majorantenkriterium. Beachten
Sie, dass |g;(z)] <277.)

e fist auf ganz R stetig (direkt beweisen oder auf Abschnitt 9 warten).
e f ist in keinem Punkt von R differenzierbar.
Zum Beweis der dritten Aussage ist folgende Tatsache hilfreich:

Lemma 7.7 Die Funktion f seiin a differenzierbar, und fir die Folgen (z,) und
(yn) gelte: x, # yp und x, < a <y, fir alle n sowie lim x, = lim y, = a. Dann

gilt
lim f(yn) — f(2n)

n—oo yn — :L'n

= f'(a).

Versuchen Sie, dieses Lemma zu beweisen. Mit diesem Lemma erhélt man leicht
die Nichtdifferenzierbarkeit von f an der Stelle a, wenn man die Folgen (z,,) und
Yn so wahlt, dass

Ky kn +1 :
Ty, =—<a< * =y, mitk, € Z.
2n 2"
Details finden Sie in Barner/Flor, Analysis I, S. 261 — 265. [

7.3 Ableitungen spezieller Funktionen
7.3.1 Polynome und rationale Funktionen

Sei k € Z. Im Fall £ > 1 nutzen wir zum Nachweis der Differenzierbarkeit und zur
Berechnung der Ableitung von f : z +— 2 die fiir alle 2,y € R giiltige Identitt

k

T _yk:<x_y)(xkfl_'_xk72 k—3,2

y4+aF R e ayf M),

Mit dieser folgt sofort

k ok
. xr —x . _ — _ _ _
lim O — lim (2" '+ 2" 2w+ ... Faah 2+ ok = kb
rz—x0 T — X T—T0

Die Funktion f : x — 2% ist also fiir jedes k > 1 auf ganz R differenzierbar, und

f'(z) = ka™t. (7.8)
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Im Fall £ = 0 (d.h. f(z) = 1) tberprift man die Differenzierbarkeit von f
unmittelbar und findet f’(x) = 0. Ist schliefllich £ < 0, so bekommt man mit der
Quotientenregel die Differenzierbarkeit von f : x +— z* fiir alle  # 0 und wieder
die Giiltigkeit von (7.8) fiir alle diese x.

Mit (7.8) kénnen wir die Ableitungen beliebiger Polynome und auch die beliebiger
rationaler Funktionen (das sind Funktionen der Gestalt P/, wobei P und @) # 0
Polynome sind) bestimmen.

7.3.2 Exponential-, Logarithmus— und Potenzfunktion

Wir untersuchen zunéchst die Differenzierbarkeit der durch f(z) = e,z € R,
gegebenen Funktion. Wegen

f(xo+h) — f(xo) _ eroth —eto el 1]
h h h

haben wir den Grenzwert limy_q ehT_l zu bestimmen. Nach Definition der Expo-
nentialfunktion ist fiir x # 0

e —1 1 . x 1 z =
:E((Z_)_1>:ﬁ+§+§+”" (7.9)

i
n=0

Die rechts stehende Potenzreihe konvergiert auf ganz R (sogar auf C) absolut
und stellt nach Satz 6.19 eine stetige Funktion dar. Der Grenziibergang x — 0 in

(7.9) liefert daher

=1. (7.10)

x—0 xT
Also ist die Funktion f : x +— e iiberall differenzierbar, und

() =¢€" fiiralle z € R, (7.11)

Die Umkehrabbildung zu f : x +— e ist die auf (0, 00) erkldrte Funktion g : 2 —
Inz. Nach Satz 6.30 ist g stetig. AuBlerdem ist f/'(x) = e* # 0 fur alle z € R,
so dass g nach Satz 7.6 in jedem Punkt zy von (0, 00) differenzierbar ist und die

Ableitung
1 1 1

g (y0> - f/(x(]) eTo Yo

besitzt. Wir haben also

1
g(z)=lnz = J(z)= - fir alle z € (0, 00). (7.12)

Mit (7.11), (7.12) und der Kettenregel konnen wir weitere Funktionen differen-
zieren.
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Sei f(x) = a® mit a > 0. Wir schreiben a® = ¢*"¢ und erhalten mit der Ketten-
regel (mit g : x — xIna als innerer und h : x — e* als duerer Funktion)

fl(x)=e"™ Ina=1Ina-a" (7.13)

Sei f(x) =log,x mit a > 1. Dann ist f die Umkehrfunktion zu g : z — a*, und
mit (7.13) und Satz 7.6 folgt mit y = log, x

e) = /1 1 1 1

¢(y) Ina-a¥ Ina-a“® zlna (7.14)

Sei f(z) =z mit x > 0 und a € R. Wir schreiben 2% = e und erhalten mit
der Kettenregel (und g : © — alnx bzw. h :  +— €” als innerer bzw. duflerer

Funktion)

f(z) = e % = - g =ar" ', (7.15)

Die Differenzierbarkeit der Hyperbelfunktionen sowie die Beziehungen
sinh’ z = coshz, cosh’z = sinhx
(in Kurzfassung) sollten Sie sich selbst tiberlegen.

7.3.3 Trigonometrische Funktionen

Eine &hnliche Begriindung mit Hilfe von Potenzreihen wie fiir den Grenzwert

(7.10) zeigt, dass
sin x

leli% . =1 (7.16)

Aus den in Abschnitt 6.4.2 vermerkten Identitaten

sinx — sin xg x + o Sin F5%0
—————— = COS 5 T
T — X =
COS X — COS Xy . &+ 1z sin
—————————— = —sin —
T — 70 2 T—20

2

folgt zusammen mit dem Grenzwert (7.16) sofort die Differenzierbarkeit der Funk-
tionen sin und cos auf R sowie die Identititen

sin'x = cosx, cos' v = —sinz.

Hiermit bekommt man auch leicht die Ableitungen der tan— bzw. cot-Funktion
sowie der Arkusfunktionen (,* Ubung).
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7.4 Die Mittelwertsitze und der Satz von Taylor
7.4.1 Der Satz von Rolle

Definition 7.8 Sei f : D — R und o € D. Die Funktion f hat in xy ein
lokales Minimum (bzw. ein lokales Maximum ), wenn es eine Umgebung U von
xo so gibt, dass f(xo) < f(x) fir alle x € UND (bzw. f(xo) > f(x) fir alle
relUnD).

e |okale Minima

X lokale Maxima

| |
I I

[ D J

Lemma 7.9 Seir f : D — R und z¢ ein innerer Punkt von D. Die Funktion f
habe in xo ein lokales Maximum (Minimum) und sei in xo differenzierbar. Dann
ist f'(zo) = 0.

Beweis Wir fithren den Beweis fiir den Fall, dass in z( ein lokales Maximum
vorliegt. Dazu wahlen wir 0 > 0 so, dass U := (zg — d, 20 + 0) € D und dass
f(z) < f(xo) fiir alle z € U.

A T
0 1)

x0—5 o $0+5

Fiir alle z € (xg — 6, x) gilt dann

J@ZJ@0) 5y folglich  f/(m) = tim L =S@0) 5
T — To z—x0—0 T — X
und fiir alle z € (xq, zg + 6) ist
f('r) B f('IO) S 0 und daher f,(x(]) — llm f(x) B f(x()) S O
T — Tg z—x0+0 xr — X

111



Also ist f'(zo) = 0. n

Satz 7.10 (Rolle) Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), und es
sei f(a) = f(b). Dann gibt es einen Punkt & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis Die Funktion f ist stetig auf [a,b] und nimmt nach dem Satz von
Weierstrafl (Satz 6.39) ihr Supremum und ihr Infimum an. Es gibt also Punkte

1C € a,b] mit f(n) > f(x) > f(C) fiir alle & € [a,B]. Falls (1) = £(C), 5o st f
konstant auf [a, b], und es gilt f'(xz) = 0 fur alle = € (a,b). Sei also f(n) > f(().
Dann tritt einer der folgenden Félle ein:

(A) Esist f(a) = f(b) < f(n). Dann ist n innerer Punkt von [a, b], und f besitzt
ein lokales Maximum in 7. Nach Lemma 7.9 ist f'(n) = 0.

(B) Esist f(a) = f(b) > f(¢). Dann ist ¢ innerer Punkt von [a, b], und f besitzt

ein lokales Minimum in {. Nach Lemma 7.9 ist nun f’(¢) = 0. ]

7.4.2 Die Mittelwertsitze der Differentialrechnung

Durch Anwendung des Satzes von Rolle auf geeignete “Hilfsfunktionen” lassen
sich weitere Existenzaussagen iiber “Zwischen— oder Mittelwerte” ableiten.

Satz 7.11 (Mittelwertsatz) Die Funktion f sei stetig auf |a,b] und differen-
zierbar auf (a,b). Dann gibt es einen Punkt ( € (a,b) so, dass

f() = f(a)

(o}

Geometrische Interpretation : % ist der Anstieg der Sekante durch (a, f(a))
und (b, f(b)), und f'({) ist der Anstieg einer dazu parallelen Tangente an den
Graphen von f.

112



|
I
N ¢ b

Beweis Fiir = € [a,b] sei

o) = ()~ PO T () )

Die Funktion h ist stetig auf [a,b], differenzierbar auf (a,b), und es gilt h(a) =
h(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ein ¢ € (a,b) so, dass

K () = i) - =@

Folgerung 7.12 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).
(a) Ist f'(x) =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant auf |a,b)].

= 0. ]

(b) Ist f'(z) > 0 (bzw. < 0) fir alle x € (a,b), soist f streng monoton wachsend
(bzw. fallend) auf |a,b.

Beweis Wir zeigen nur Aussage (a). Der Beweis von Aussage (b) verlauft analog.
Seien x1,29 € [a,b] mit x; < z5. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein ¢ €

(.1'1, 1'2) mit

To — X1
Nach Voraussetzung ist f/'({) = 0. Also ist f(x1) = f(xq) fiir beliebige x1, x5 €
la, b]. n

Folgerung 7.13 Sei f stetig auf |a, b] und differenzierbar auf (a,b). Die Funktion
f ist genau dann monoton wachsend (bzw. fallend) auf [a,b], wenn f'(z) > 0 (bzw.
<0) fiir alle z € (a,b).

Die Implikation = zeigt man wie im Beweis von Lemma 7.9, und die Implikation
<= wie im Beweis von Folgerung 7.12.

Folgerung 7.14 Seien f und g stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), und
sei f'(x) = ¢'(x) fir alle x € (a,b). Dann unterscheiden sich f und g nur um
eine Konstante.
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Dies folgt unmittelbar aus Folgerung 7.12 (a), angewandt auf die Funktion f — g.

Satz 7.15 (Zweiter oder Erweiterter Mittelwertsatz) Seien f und g stetig
auf [a,b] und differenzierbar in (a,b), und es sei g(a) # g(b) sowie ¢'(x) # 0 fir
alle x € (a,b). Dann gibt es ein ¢ € (a,b) so, dass

£ - fla) _ £

o) —g(a) ~ 9(0)

Beweis Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion & : [a,b] — R mit

7.4.3 Konvexitit und héhere Ableitungen

Definition 7.16 Fine Funktion f : [a,b] — R heifst konvex, wenn fir alle
x1, X9 € [a,b] und fir alle t € [0, 1] gilt

f((1 D + m) < (1= 1) f(x) £t f(x2). (7.17)

Steht in (7.17) fir alle x1, 29 € [a,b] und alle t € [0,1] das Relationszeichen >,
so heifit f konkav .

Geometrische Deutung Der Graph einer konvexen (konkaven) Funktion liegt un-
terhalb (oberhalb) der Verbindungsstrecke zweier beliebiger seiner Punkte.

f(z2)
f(x2)

tf(z2)

f(txa)
f(z1)

0 x /F Z2 ( lra 2

(1 —t)xy + tag Spezialfall 1 = f(z1) =0

Die Konvexitat differenzierbarer Funktionen lasst sich wie folgt charakterisieren.

Satz 7.17 Sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ist f genau
dann konvex auf [a,b], wenn die Ableitung f' auf (a,b) monoton wachsend ist.

Beweis Sei zunéchst f konvex und a < 27 < 9 < b sowie ¢ € [0, 1]. Mit

r—x Ty —
r:=(1—t)x; +txs bzw. t= Lo1—t=22
T2 — X1 T2 — X1
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konnen wir die Konvexitéitsbedingung (7.17) dquivalent schreiben als

(z2 — 1) f(2) < (w2 — @) f21) + (T — 20) f(202). (7.18)

Ist nun speziell a < x; < xs <bund t € (0,1), soist x —xy # 0 und 25 — x # 0,
und man bekommt aus (7.18) leicht

f(z) — f(z1) < f(za) — f(z1) < f(%)—f(x)'

r — T To — T To — X

Auflerdem ist f an den Stellen z; und xy differenzierbar. Der Grenziibergang
x — w1 in der linken bzw. x — x5 in der rechten Ungleichung liefert

F(a) < f(@2) = fz1) < (@),

To — I

d.h. f” ist monoton wachsend auf (a, b). Sei nun umgekehrt f’ monoton wachsend
auf (a,b) und a < 27 < < x5 < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen
¢ € (z1,2) und (o € (z,22) so, dass

M=) _ gy o L2200
Wegen der Monotonie von f”ist f'((;) < f'(¢s), d.h.
f(z) = f(21) < f(132)_f<$)

T — T - Tog — X

= f'(¢2).

Hieraus erhdlt man leicht (7.18) fiir alle « € (x1,25). Fiir x = 21 und o = x5 ist
(7.18) offenbar auch richtig. n

Wir wissen aus Folgerung 7.13, dass man die Monotonie einer differenzierbaren
Funktion f mit Hilfe ihrer Ableitung f” beschreiben kann. In Satz 7.17 ben6tigen
wir die Monotonie der Ableitung. Diese kénnen wir mit Mitteln der Differential-
rechnung untersuchen, wenn f’ differenzierbar ist.

Differenzierbare Funktionen auf (a,b), deren Ableitung f" auf (a,b) differenzier-
bar ist, heiflen zweimal differenzierbar, und (f')" heifit zweite Ableitung von f.
Statt (f')" schreibt man f”. Ganz analog erkliart man k& mal differenzierbare Funk-
tionen und k. Ableitungen. Als Bezeichnung fiir die k. Ableitung von f dient f®*)
oder f;;—{ . Mitunter ist es zweckméfig, die Funktion f selbst als 0. Ableitung von
f zu betrachten. Man schreibt dann auch f = f(®). Aus Satz 7.17 und Folgerung
7.13 schlieflen wir:

Folgerung 7.18 Sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar.
Dann ist [ konver auf [a,b] genau dann, wenn f"(x) > 0 fir alle x € (a,b).

Eine analoge Aussage gilt fiir konkave Funktionen.
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7.4.4 Der Satz von Taylor

Wir schreiben den Mittelwertsatz in der Form

3¢ € (wo,z) = f(z) = f(xo) + f1(O)(x — o) (7.19)

und interpretieren ihn neu: Der Term f'(¢)(z — x¢) beschreibt den Fehler, den
wir begehen, wenn wir die Funktion f durch die konstante Funktion f(xq) ap-
prozimieren. Man kann nun daran denken, die Funktion f genauer zu approxi-
mieren, indem nicht nur (wie in (7.19)) konstante Funktionen, sondern Polyno-
me zur Approximation zugelassen werden. Es ist naheliegend, diese Polynome
P so zu wahlen, dass nicht nur (wie in (7.19)) die Funktionswerte f(xo) und
P(z) iibereinstimmen, sondern auch die Werte der Ableitungen f’(zq) = P’(x),
f"(z0) = P"(x0), ..., f™(x9) = P™(z4), wobei n der Grad des Polynoms ist.
Wir iiberlegen uns zunéchst, wie ein solches Polynom aussieht und machen dazu
den Ansatz

P(z) = ap + ai(x — x0) + az(z — 20)* + ... + an(z — 20)™

Offenbar ist P(xg) = ag. Weiter ist

P'(z) = a1 + 2ay(x — x0) + ... + nay(z — z)" "

und folglich P'(zg) = ay. Aus
P'(z) = 2as + ... +n(n — ay(z — 20)" 2
folgt as = 5 P"(xo). Allgemein findet man

1
ap = E P(k)(x0)7
was mit den Vereinbarungen 0! = 1 und P(®) = P auch fiir k = 0 richtig ist. Es

1st somit
n n

Pa) = axls — mo)t = % P® () (z — o)

Ist f eine in xg n mal differenzierbare Funktion, so wird also durch

2oy % O (20) (2 — 0)* (7.20)
k=0

ein Polynom von Grad < n definiert, welches im Punkt z in allen Ableitungen bis
zur n. mit der Funktion f iibereinstimmt. Dieses Polynom heif3t Taylorpolynom
von f vom Grad n. Der Fehler, der beim Ersetzen von f durch das Polynom
(7.20) gemacht wird, wird in folgendem Satz beschrieben. Dazu vereinbaren wir,
eine Funktion f : D — R, die auf D n mal differenzierbar ist, n mal stetig
differenzierbar auf D zu nennen, wenn ihre n. Ableitung stetig auf D ist.
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Satz 7.19 (Taylor) Sei f : [a,b] — R n mal stetig differenzierbar, und auf (a,b)
existiere die n + 1. Ableitung. Dann gibt es ein ( € (a,b) so, dass

- ]' k k (n—i—l) n+1
f(b) = kZ:O Hf( Na)(b—a)f + JETlTl()C') (b—a) . (7.21)

N J/

Taylorpolyn;m n. Grades Testglied nach Lagrange

Beweis Wir definieren eine Funktion A : [a,b] — R durch

f'(x)
1!

(b — x)ntt
(n+1)! 7

h(z) = f(b) — f(x) — b—z)—...———=(b—2)"—m
wobei wir m € R so wihlen, dass h(a) = 0. Die Funktion A ist stetig auf [a, b],
differenzierbar auf (a,b), und es gilt h(a) = h(b) = 0. Ihre Ableitung im Punkt
x € (a,b) ist

[ () (b— )"

/ —

W) = n! (b n!

(Nachrechnen!). Nach Rolle existiert ein ¢ € (a,b) mit A'(¢) = 0. Aus (7.22)

erhélt man dann fiir m
F©Q)

o (0=Q)m

—z)"+m (7.22)

w:() bzw. m = f"D(C).
n!

Wir setzen diesen Wert in die Definition von A ein, wéihlen x = a und erhalten
die Darstellung (7.21). n

Beispiel A Wir betrachten die Funktion f : z + In(1 4+ z) und wéhlen a = 0.
Dann ist f'(x) = 1= und f®(z) = (=1)F " (k—1)!(142)~* fiir k > 2 und daher

fPO) (=

fir k > 1.

Einsetzen in die Taylorsche Formel (7.21) mit b := z > —1 liefert

2 3 4 n
T T T no1T 1

— n T
1n(1+x):x—?+§—z+-~'+<_1) Z"’_(_l) 1+ n+1

n+1

mit einem ¢ € (0,z). Fiir x = 1 ist insbesondere ¢ € (0, 1) und folglich

1 xn+1 1

< :
1+t n+1 n+1

(="
Damit ist klar: Die Reihe Y37 (=1)*'4 =1— 3+ 3 — 1 + ... konvergiert, und
ihre Summe ist In2. Zur ndherungsweisen Berechnung von In2 ist diese Reihe

allerdings ungeeignet, da sie zu langsam konvergiert. [
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Beispiel B Fiir f(r) =e® und a = 0 ist f*)(a) = 1 fiir jedes k¥ € N und somit

2 " es

=14+ =+ =+...+— et
S T TH SR oy B P T
mit einem ¢ € (0,z). Fiir x = 1 ist insbesondere
TR I NI
e=1l+—4+—-+...+=+——
1o nl (Dl

mit ¢, € (1,e) (man beachte, dass ¢ von n abhingen kann). Wir wollen diese
Darstellung nutzen, um die Irrationalitdt von e zu zeigen. Angenommen, e ist
rational. Dann ist e = m/n mit natiirlichen Zahlen m und n. O.E.d.A. nehmen
wir n > 3 an. Dann ist

m 1 1 1 Ch,

L .
e TR R R T

Multiplikation mit n! liefert

1 1 1 c
—Dlm —n! — 4= —) =
(n—1)Im n.<1+1!+2!+...+n!> il

Auf der linken Seite steht eine ganze Zahl, und auf der rechten Seite wegen

! <& <3<1
n+1 n+1 4

eine Zahl in (0, 1). Dies ist offenbar unméglich. Also ist e irrational. ]

7.4.5 Taylorreihen und Potenzreihen

In der Taylorschen Formel (7.21) haben wir eine geniigend oft differenzierbare
Funktion f durch ihr Taylorpolynom Y ,_o & f*)(z0) (2 — o)™ ersetzt und den
dabei entstehenden Fehler beschrieben. Ist f unendlich oft differenzierbar, so
konnen wir das Taylorpolynom fiir jedes n bilden und uns fragen, was beim
Grenziibergang n — oo passiert. Die formal entstehende Reihe

> 1 ) - ) (7.29

k=0

heiit Taylorreihe von f um den Entwicklungspunkt xq. Zwei Fragen sind nahe-
liegend:

— Konvergiert die Taylorreihe fiir alle x aus einer Umgebung von 7

— Wenn ja, stimmt sie dann an der Stelle  mit f(x) iiberein?
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Die Antwort auf die erste Frage haben wir bereits in Abschnitt 6.3 gegeben. Die
Taylorreihe (7.23) ist nichts anderes als eine um x( verschobene Potenzreihe. Es
sind daher drei Félle moglich

— die Reihe (7.23) konvergiert nur fiir z = .

— die Reihe (7.23) konvergiert fiir |z — 29| < r absolut und divergiert fiir
|z — 20| > 7 mit einem r > 0, dem Konvergenzradius der verschobenen
Potenzreihe.

— die Reihe (7.23) konvergiert fiir alle z € R.

Welcher dieser Fille eintritt, kann mit der Formel von Cauchy-Hadamard fiir
den Konvergenzradius entschieden werden. Zur Beantwortung der zweiten Frage
betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel C Sei f(r) = ¢® und zy = 0. Dann ist f*)(0) = 1 fiir alle k, und die
Taylorreihe von f stimmt mit der die Funktion f = exp definierenden Potenzreihe
iberein:

k

f(x):Z% n

Beispiel D Die durch

f(z) =

eVl fiir x € R\{0}
0 fir x=0

erklirte Funktion ist ebenfalls auf ganz R differenzierbar, und es ist f ®(0) =0
fiir alle k € N (,/* Ubung). Offenbar konvergiert also die Taylorreihe

o0

> )t

k=0

fiir alle x € R gegen 0. Es ist aber f(z) # 0 fiir alle x # 0. ]

Es gibt also unendlich oft differenzierbare Funktionen, deren Taylorreihe iiberall
konvergiert, bei denen aber Taylorreihe und Funktion nur im Entwicklungspunkt
iibereinstimmen.

Definition 7.20 Die Funktion f : (a,b) — R sei auf (a,b) unendlich oft diffe-
renzierbar. Dann heifit f auf (a,b) reell analytisch , wenn fiir jedes xy € (a,b) ein
d > 0 emistiert, so dass fir alle v € (a,b) N Us(xy) die Taylorreihe von f um
konvergiert und mit der Funktion f tbereinstimmit:

2 FB) (zg .
f(z) = Z / k;(' ) (x —x0)" V€ (a,b) NUs(xg).
k=0 '
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Die exp—Funktion aus Beispiel C ist auf ganz R reell analytisch, die Funktion aus
Beispiel D dagegen nur auf R\{0}. Spater werden wir zeigen:

Satz 7.21 Die Funktion f sei durch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v >
0 definiert. Dann ist f auf (—r,r) reell analytisch, und die Taylorreihe von f
um den Punkt O stimmt auf diesem Intervall mit der definierenden Potenzreihe
tiberein.

7.5 Einige Anwendungen der Differentialrechnung
7.5.1 Kurvendiskussion

Unter Kurvendiskussion versteht man die Aufgabe, sich Informationen iiber den
Verlauf des Graphen einer gegebenen Funktion zu verschaffen. Typische Fragen
sind etwa

— Stetigkeit und Differenzierbarkeit,

— Verhalten an Haufungspunkten des Definitionsbereichs (Existenz einseitiger
Grenzwerte, Polstellen),

— bei unbeschrénktem Definitionsbereich: Verhalten im Unendlichen (Asymp-
toten),

— Periodizitét,

— Monotonieverhalten (wachsend/fallend) und Punkte, in denen sich das Mo-
notonieverhalten dndert (lokale Maxima und Minima),

— Kriimmungsverhalten (konvex/konkav) und Punkte, in denen sich das Kriim-
mungsverhalten dndert (Wendepunkte).

Besonders die beiden letzten Fragen lassen sich fiir differenzierbare Funktionen
mit Hilfe der Differentialrechnung effektiv untersuchen. Fiir geniigend oft diffe-
renzierbare Funktionen wissen wir bereits:

e f hat in z lokales Extremum = f'(x¢) =0 (Lemma 7.9).
e f ist monoton wachsend (fallend) <= " > 0(f" <0) (Folgerung 7.13).
e f ist konvex/konkav <~ f">0(f"<0) (Folgerung 7.18).

Fiir lokale Extrema haben wir bislang nur eine notwendige Bedingung angegeben.
Wir erginzen dies durch eine hinreichende Bedingung.

120



Satz 7.22 Sei f differenzierbar in (a,b),zo € (a,b

), f'(z0) = 0, und f" wechsele
in xo das Vorzeichen, d.h. es gibt eine Umgebung U C (a, b

(a,b) von xqy so, dass
f(x)>0 fir xeUzx<xzo und f(x)<0 fir zeUx>zy (7.24)
oder
f'(x) <0 fir xeUwx<xzy und f(zx)>0 fir zeUux>mx. (7.25)

Im Fall (7.24) besitzt f ein lokales Mazimum in xq, und im Fall (7.25) ein lokales

Den Beweis erhdlt man sofort aus Folgerung 7.13. Ist z.B. f'(z) > 0 fiir alle
x € U mit x < xg, so ist f auf {z € U : x < 2o} monoton wachsend und folglich
f(z) < f(xp) fiir alle 2 € U mit z < xo. n

Hausaufgabe: Was kann man aussagen, falls in (7.24) bzw. (7.25) die Zeichen >
und < statt > und < stehen?

Satz 7.23 Sein > 2 und f in (a,b) n mal stetig differenzierbar, o € (a,b),
und es sei f*)(zg) = 0 firk =1,2,...,n — 1 und f™(x) # 0. Ist n gerade,
so besitzt f in xg einen lokalen Fxtremwert, und zwar ein lokales Minimum, falls
f0(x0) > 0, und ein lokales Mazimum, falls f™) (xq) < 0. Ist n ungerade, liegt
kein Extremwert vor.

Beweis Fiir x € (a,b) liefert der Taylorsche Satz die Existenz eines ¢ € (zo, x)
mit

_ J'(x0) F07 (o) SR A() n
f(z) = f(zo) = 1 (=) + ... + (n—1)! (x—m0)"" + o (z—=0)
(n)
Q) (e

Sei n gerade und beispielsweise f(™(zy) > 0. Dann gibt es wegen der Stetigkeit
von f eine Umgebung U von xg, auf der f™ positiv ist. Fiir € U ist auch
¢ € U, und wir erhalten

()

n!

flx) = f(xo) =

(x —x9)" >0 fiir alle z € U\{zo}.

Also besitzt f in x( ein (sogar echtes) lokales Minimum. Den Fall f™(x) < 0
behandelt man analog. Ist dagegen n ungerade, so wechselt (x — )" und damit
JARI(S)

auch ~—>* (r—x0)" sein Vorzeichen. In diesem Fall kann f kein lokales Extremum

in x( besitzen. [

Ein Punkt zq € (a,b) heift Wendepunkt von f : (a,b) — R, wenn es eine
Umgebung (zg — €, 29 +¢) C (a,b) von xq gibt, so dass f auf (xg — &, x0) konvex
(bzw. konkav) und auf (zg, zo + €) konkav (bzw. konvex) ist.
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Satz 7.24 (a) Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar und x¢ € (a,b) ein
Wendepunkt von f. Dann ist f"(x) = 0.

(b) Sein >3 und f in (a,b) n mal stetig differenzierbar, und fir xo € (a,b)
gelte f®)(xg) = 0 fir k = 2,...,n — 1 und f(x5) # 0. Dann ist xq
Wendepunkt, falls n ungerade ist, und kein Wendepunkt, falls n gerade ist.

Beweis (a) Sei 29 € (a,b) Wendepunkt von f, und sei f fiir ein ¢ > 0 auf
(xo — €,29) konvex und auf (zg,z¢ + ) konkav. Nach Folgerung 7.18 ist dann
f" >0 auf (zg — &, 20) und f” < 0 auf (zg, o + ). Die Stetigkeit von f” an der
Stelle xy impliziert f”(x¢) = 0.

(b) Der Taylorsche Satz, aufgeschrieben fiir die Funktion f” an der Stelle zo,
liefert

f" (o) SO (o) F™©Q)

f(@) = f"(zo)+ 1 (z—w0)+.. .+ (1 —3)! (x—w0)" %+ (n—2)! (x—m0)" "
bzw. -
f(z) = ({Lf(g))' (x — 20)""% mit einem ¢ € (w0, 7). (7.26)

Ist z.B. f™(z) <0, so ist £ (x) < 0 fiir alle 2 aus einer Umgebung U C (a, )
von xg. Liegt = in U, so liegt erst recht ¢ in U. Ist nun n ungerade sowie x € U
und x < x, so folgt aus (7.26), dass f”(x) > 0. Nach Folgerung 7.18 ist f konvex
auf {x € U : © < x0}. Unter gleichen Voraussetzungen erhilt man, dass f auf
{z € U : x> xp} konkav ist. In diesem Fall ist zy also Wendepunkt. Die iibrigen
Fille diskutiert man analog. ]

7.5.2 Bestimmung von Grenzwerten

Die folgende Regel von de I’Hospital hilft bei der Bestimmung von Grenzwerten
von Briichen der Gestalt “0/0”.

Satz 7.25 (de I’'Hospital) Die Funktionen f und g seien auf (a,b) n mal stetig
differenzierbar, in o € (a,b) gelte f(xo) = f'(v0) = ... = fO@ V(m) = 0,
g(x0) = ¢'(20) = ... = g™ V(wo) = 0 sowie g™ (xg) # 0. Dann existiert der
Grenzwert lim, ., % und ist gleich gs:;gisg )

Beweis Der Satz von Taylor liefert fiir = # xq

fl@) 040+ 40+ (z—z0)" (&) f™(E)
g(@)  0+0+...+0+ (z—z0)"g™(n:)/n! — g (na)

mit gewissen Zahlen (, und 7, zwischen xy und = (man beachte, dass wegen
g™ (z0) # 0 und wegen der Stetigkeit von g™ auch ¢ (n,) # 0 fiir alle 7, aus
einer hinreichenden kleinen Umgebung von zy ist). Fiir + — x¢ konvergieren auch
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¢, und 7, gegen x¢, und aus der Stetigkeit von f und g™ sowie aus g™ (z4) # 0
folgt

lim M — i f(n)(<x> _ f(n)($o)

= lim ) [
T—T0 g(.’L‘) T—x0 g(n) (771) g(n) ([L’Q)
Beispiel Fiir a > 0 und «, 3 > 0 ist
x%—a* . az®! aa®t a g
lim —— = lim = = —a" " [

a—a 2P —aP  az—a Gafl1 Balf—1 I}

Die Regel von de 'Hospital gilt auch, wenn unbestimmte Ausdriicke der Gestalt
“00/00” wvorliegen (vgl. Barner/Flohr, S. 276 — 277). So ist z.B.

Inz L

lim xlnleimT:lim il = lim —x = 0.
\,0 z\,0 \,0 -2 \,0

T

In diesem Beispiel haben wir einen unbestimmten Ausdruck 0 - oo in die Form
00 /o0 gebracht und darauf de I'Hospital angewandt. Ahnlich lassen sich zahlreiche
weitere Grenzwerte, die auf unbestimmte Ausdriicke wie co — 0o, 1% 0.4. fithren,
berechnen.

7.6 Differentiation vektorwertiger Funktionen

Sei f: R D D — R” eine vektorwertige Funktion. Bezeichnen wir fiir t € D die ¢
Komponente des Vektors f(¢) mit f;(¢), so kénnen wir f schreiben als

f(t) = <f1 (t),..., fn(t)> mit reellwertigen Funktionen f;: D — R.

Definition 7.26 Sei D C R, f: D — R", und ty € D sei Hiufungspunkt von
D. Die Funktion heifit differenzierbar in ty, wenn der Grenzwert

tim - ({10 + 1) — f(1)

existiert. Dieser Grenzwert heifst Ableitung von f an der Stelle ty und wird mit
% (to) oder f'(ty) bezeichnet.

Satz 7.27 Sei D C R, f: D — R", und ty € D sei Hiufungspunkt von D. Die
Funktion f ist genau dann differenzierbar in ty, wenn jede ihrer Koordinatenfunk-
tionen in toy differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

7(to) = (filto), . fulto)).
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Beweis Wegen

1 _ (filto+h) = fi(to) fulto +h) — fulto)

= (flto+ 1) = £(t) = ( - . )
folgt die Behauptung sofort aus dem entsprechenden Satz fiir Grenzwerte von
Folgen von Vektoren (Satz 4.13). n

Beispiel Sei f: R — R? gegeben durch f(t) = (cost,sint). Dann ist f iiberall
auf R differenzierbar, und f’(t) = (—sint,cost). Man beachte: f'(¢) beschreibt
gerade die Richtung der Tangente an die Kurve {f(¢) : t € R} im Punkt f(t).
Wir kommen darauf noch zuriick. ]

1 (—sint,cost)

(cost,sint)

/ 1
Mit Satz 7.27 lassen sich viele Eigenschaften reellwertiger Funktionen auf vektor-
wertige Funktionen {ibertragen. Zum Beispiel gilt:

£

e st f in ty differenzierbar, so ist f in ¢, stetig.
e Sind f, g in ty differenzierbar, so ist f + g in t; differenzierbar, und
(f +9)(to) = f'(to) + ¢'(to)-

e Ist g : R — R in ¢, differenzierbar und f : R — R™ in ¢(ty), so ist f o g in
to differenzierbar, und

(f 0 9)'(t0) = /' (9(ts)) - 9 (ko).
Dagegen gilt der Mittelwertsatz NICHT in seiner gewohnten Form.
Beispiel Sei wieder f : R — R? ¢ +— (cost,sint). Dann gibt es KEINE Zahl

¢ € R so, dass
160 =10) _ )

Einerseits ist ndamlich f(27) — f(0) = (0,0), und andererseits ist

17/ (OIF = ll(=sin ¢, cos Q)| = y/sin*¢ + cos? ¢ =1

fiir jedes ¢ € R. [
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