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Kapitel 1

Stochastische Prozesse

Literatur:

Karatzas, Shreve (1999, Chap. 1).

1 Grundlegende Definitionen

1.1 Stochastische Prozesse und Filtrationen

Definition 1. Gegeben: Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P), Mefiraum (5, &) sowie
Menge 1.

(i) Stochastischer ProzefS mit Zustandsraum (S, &) und Parametermenge I: Familie
X = (Xy)ter von A-S-mefbaren Abbildungen® X;: Q — S.

(ii) Trajektorie (Pfad, Realisierung) von X: Abbildung I — S, t — X;(w) mit festem
w € Q.

Beispiel 1.

(i) I = Ny: Grenzwertsétze der Stochastik, zeit-diskrete Martingaltheorie, siehe
,Probability Theory*.

(i) I ={1,...,n}?: Bildverarbeitung, siche Winkler (1995).
(iii) I = Z%: statistische Physik, siche Georgii (1988).
(iv) I =R% Geostatistik, siehe Cressie (1993).
Fortan,? bis auf Abschnitt 4,
ICR, S=R? &=%(R% Borelsche o-Algebra.

In erster Linie

I=[0,tg) bzw. I=]0,00].

! Alternative Schreibweisen: X (t), X (¢, ).
2Notation: Inklusion C nicht notwendig strikt.
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Beispiel 2. Finanzmarkt mit d Finanzgiitern. Modelliert durch Preisprozef§ X: fiir
j€e{l,...,d} ist X;, der Preis des j-ten Finanzgutes zur Zeit t € I.

Gegeben: Prozesse X = (X;)ier und Y = (Y3)ses auf (Q,2, P).
Definition 2.
(i) X und Y ununterscheidbar, falls P-f.s.

Viel: Xi=Y.

(ii) Y Modifikation (Version) von X, falls
Viel: PUX,=Y}) =1

(iii) X und Y besitzen dieselben endlich-dimensionalen Randverteilungen, falls*

VneN Vit,... t,el VBecBR":
P{(Xy,...,X,) € BY) = P({(Yy,,...,Y3,) € B}).

Bemerkung 1. Klar: (i) = (ii) = (ili). Umkehrungen i.a. falsch. Jedoch: (i) < (ii),
falls X und Y P-f.s. rechtsseitig (linksseitig) stetige Pfade besitzen. Siehe Ubung 1.1,
1.2.

Definition 3.
(i) Filtration: Familie § = (§¢)tes von o-Algebren §; C 2 mit

Vsitel: s<t = §s 5

(ii) X adaptiert zu Filtration §, falls X; §;-&-mefibar fiir alle t € I.
(iii) Kanonische Filtration zu X:
FX=0({X,:s<t}), tel

Bemerkung 2. Klar: §¥ ist die kleinste Filtration, zu der X adaptiert ist.

Proposition 1. Gegeben: Menge €; und Mefiraum (£2,%2;). Fiir Abbildungen U :
Q1 — Qy, V : Q1 — R sind dquivalent

(i) Vist o({U})-B(R)-meBbar,

(i) 3g: D —-R: g A-B(R)-meBbar A V =goU.
Beweis. (ii) = (i): klar. (i) = (ii): Algebraische Induktion, d.h. zunéchst fiir Elemen-
tarfunktionen, dann fiir nicht-negative melbare Funktionen iiber monotone Limiten,

schliellich der allgemeine Fall durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil. Details im
Skript ,,Probability Theory*. O]

3Eigenschaft a gilt P-fs: 3 AeA: P(A)=1NAC{weQ:w erfiilt a}.
4Analog fiir Prozesse auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsriumen.
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Bemerkung 3. Setze®® Q, = SO, A, = G4 definiere U : Q — Q, durch
(U(w))(s) = Xs(w)-
Dann o({U}) = ¥, denn fiir jede o-Algebra 2’ in © gilt
U A-Ay-meBbar < Vsec0,t]: X, A-G-meBbar < FX cA.

Somit fiir A C Q
AcFy & 3IBeUA,:A=U'(B).

Fiir V : Q — R zeigt Proposition 1, dal V genau dann FX-B(R)-mefbar ist, wenn
VweQ: V(w)=g(X(w)og)
mit einer 2A-B(R)-meBbaren Abbildung g : S — R.

Beispiel 3. Filtration § beschreibt den Informationsverlauf in einem Finanzmarkt,
alle ,,Aktionen® zur Zeit t € I miissen §;-mefibar sein. Sinnvolle Forderung: Preispro-
zeB X adaptiert zu §, d.h. X C §; fiir alle t € I.

Kontinuierliches Finanzmarktmodell fiir d Finanzgiiter mit Zeithorizont t, > 0: Fil-
tration § = (F:)ie; und dazu adaptierter Ré%-wertiger ProzeB X = (X;)ics, wobei
I =10,

Handelsstrategie H = (H;);c; in obigem Modell: Ré-wertiger stochastischer Prozef auf

demselben Wahrscheinlichkeitsraum. Fir j € {1,...,d}: H;; Bestand an Finanzgut
j zur Zeit t € I. Sinnvolle Forderung: H zu § adaptiert.

Im folgenden sei I = [0, 0o[. Gegeben: Filtration § = (§¢)ses in A.

Definition 4. § rechtsseitig stetig, falls

viel: Fi=[)Fe

e>0

Definition 5.

(i) X mefbar, falls
IxQ—S (tiw)— X (w)

(B(I) @ A)-S-meBbar ist.
(ii) X progressiv meflbar (bzgl. §), falls fiir jedes t > 0 die Abbildung
0,] x Q2 — S, (s,w)+— Xs(w)
(%B([0,t]) ® F;)-G-meBbar ist.

Bemerkung 4. Klar: progressiv mefibar = mefbar und adaptiert”.

® Analog mit anderen Pfadriumen, etwa Qs = C([0,¢]) und 2y = B(Q2). Siehe Prop. I11.4.

6Notation &[0t = Rsepo. S

"Ferner: mefibar und adaptiert = Existenz einer progressiv mefibaren Modifikation,
siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 5).



Kurz: X stetig, falls alle Pfade von X stetig sind. Analog fiir rechtsseitige und links-
seitige Stetigkeit.

Proposition 2.
X adaptiert und rechtsseitig (linksseitig) stetig = X progressiv mefibar.

Beweis. Im Falle rechtsseitiger Stetigkeit. Fixiere ¢ > 0, setze I(gn) = {0} und [ ,g") =
J(k—1)/2" -t,k/2™ -] fiir n € Nund k = 1,...,2". Definiere
XM (W) = Xyjani(w), falls s € i,
Dann folgt fiir alle w € Q und s € [0, ¢
lim X (w) = X,(w).

n—oo

Ferner gilt fir B € &

{(s,w) €[0,8] x Q: XM (w) € B} = | J{(5,w) € I} x Q: Xy () € B}

”
- (1,3” X { Xy € B}) e B([0,1) ® 3.
k=0

]

Definition 6. X cadlag® ProzeB, falls jeder Pfad in jedem Punkt ¢ > 0 rechtsseitig
stetig ist und in jedem Punkt ¢ > 0 einen linksseitigen Grenzwert besitzt.

1.2 Stoppzeiten

Gegeben: Proze X = (X;)ic;r auf Wahrscheinlichkeitsraum (£2, 2, P) mit Filtration
§ = (Ft)ter- Betrachte Abbildungen T': Q@ — I U {oc}.

Definition 7.
(i) T Stoppzeit (bzgl. §), falls
Vtel: {T<t}eg:.
(ii) T optionale Zeit (bzgl. §), falls

Vtel: {T <t}eg:.

Im folgenden sei I = [0, co].

8Continu & droite, limites & gauche.



Bemerkung 5. Betrachte die kanonische Filtration §*. Genau dann ist 7' Stoppzeit
bzgl. §¥, wenn fiir jedes t € I eine Menge B € G4 mit

{T <t} ={weQ: X (v)|oy € B}
existiert, sieche Bemerkung 3.

Beispiel 4. T Verkaufsstrategie fiir eine Aktie oder Ausiibungsstrategie fiir ameri-
kanische Option. Letztere gibt dem Inhaber der Option das Recht, innerhalb eines
Zeitraumes [0, to] ein Basisgut (etwa eine Aktie) zu einem festgelegten Basispreis zu
kaufen (Call) bzw. zu verkaufen (Put). Sinnvolle Forderung: T Stoppzeit.

Proposition 3.
T Stoppzeit = T optionale Zeit.

Hier gilt ,<“ im Falle einer rechtsseitig stetigen Filtration.

Beweis. ,=*“

{T<t}:G{T§t—1/n}€St.

Egtfl/n
,<=“ Fiir jedes m € N

(T<ty= () {T<t+1/n} € Ferim.

n=m
€8t+1/n

Mit der Stetigkeitsannahme folgt {7T" < t} € ;. O

Proposition 4. Mit S, T, T}, ... sind auch S +7" und sup,,cy 1, Stoppzeiten bzgl. §.
Im Falle einer rechtsseitig stetigen Filtration gilt dies auch fiir inf,en7,.

Beweis. Fiir die Summe. Es gilt

{S+T >t}
={S=0,T>t}U{0< S <t, S+T>t}Uu{S=¢tT>0U{S >t}
N ~ / A\ ~ - N’
€5t €3t €5t
sowie

{0<S<t,5+T>t}= |J {r<S<t,T>t-r}e.

r€QN]0,t] E‘ét

Definition 8. Eintrittszeit in I' € B(R?):°
Hr(w) =inf{t € I : Xy(w) € T'}.

Beispiel 5. Verkaufe Aktie, sobald erstmals der Preis a erreicht oder iiberschritten
ist, also I' = [a, oo[ im Falle d = 1.

9Wie iiblich: inf () = oo.



Proposition 5. Sei X zu § adaptiert. Dann
(i) X rechtsseitig stetig A I' offen = Hp optionale Zeit.
(ii) X stetig A I abgeschlossen = Hp Stoppzeit.
Beweis. ad (i): Es gilt

{Hr<t}= |J{X,eT}= ] {X.eT}e3.

s€[0,t] s€QNI0,t[ €3,
ad (ii): Ubung 1.4.b).
Gegeben: Stoppzeit T.
Definition 9. o-Algebra der T-Vergangenheit:
Sr={AeA:Vtel: AnN{T <t} € F:}.
Bemerkung 6. Klar: §r ist o-Algebra und T ist F7-B(I U {oc})-mefbar.
Betrachte den Prozefl X zur Stoppzeit T',
Xr AT < o0} — S, Xr(w) = Xpw)(w),

und den gestoppten Prozef3!°
(X7at)ier-

Proposition 6. Sei X progressiv me3bar. Dann
(i) Xr ist Fr-S-meBbar.
(ii) (Xrnae)ter ist progressiv mefibar.
Beweis. ad (ii): Fixiere t > 0, setze B = B([0, t]). Die Abbildung
[0,¢] x Q= [0,t] x Q, (s,w)+— (T(w) A s,w)
ist B @ F-B ® F-meBbar'!. Die Abbildung
0,t] x Q2 =5, (z,w) = X:(w)

ist n.V. B ® §-G-meBbar. Betrachte die Komposition.
ad (i): Es gilt
{XT € B}Q{Tgt} = {XT/\t € B}Q{Tgt} € 5
(i) €T
€F: wg. (il t

fir B € 6.

ONotation A fiir min.
WTAs<ul=1[0,t] x {T <u}U0,u] x Q.



2 Der Poisson-Prozef3

Betrachte Folge (T;);en von iid. Zufallsvariablen auf (2,2, P), jeweils exponentialver-
teilt'? mit Parameter A > 0. Setze Sop = 0 und S,, = Y. | T; fiir n € N. Definiere

Ny =max{n € Ny : 5,, < t}.

Klar: P(U;2 {Ti < 0}) = 0 und®® P({sup,en Sn < 00}) = 0. OBdA: die komple-
mentédren Eigenschaften gelten auf ganz ).

Im folgenden I = [0, ool.

Definition 10. X = (X;);e; Poisson-Prozefs mit Intensitdt A > 0 bzgl. Filtration
S = (%t)tela fallsM

(i) X cadlag Proze mit Werten in Ny,
(ii) X adaptiert an §,

(i) Xp =0,

(iv) fir 0 <s <tist X; — X,

(a) unabhéngig von §s,

(b) Poisson-verteilt'® mit Parameter \(t — s).
Satz 1. (N;)ses ist Poisson-Prozefl mit Intensitit A bzgl. (N )ier.
Klar: es gilt (i)—(iii). Der Beweis von (iv) ergibt sich mit dem folgenden Lemma 2.
Lemma 1. Fiir 0 < s <t gilt
P({Sn.41 >t} | B) = exp(=A(t — 5)).

Beweis. Sei A € Y und t > s. Zu zeigen:

P({Sn.+1 >t} NA) =exp(=A(t —s)) - P(A).
Fir n € Ny existiert B € o({T1,...,T,}) mit

AN{N; =n} = Bn{N; =n},

LFir ¢t > 0: P({T; < t}) = 1 — exp(—At); charakterisierende Eigenschaft (Gediichtnislosigkeit):
PHT, >t} | {T; > s}) =P{T; >t —s}) fir 0 <s <t

13Starkes Gesetz der grofien Zahlen: S, /n — 1/\ P-fs.

14Tm folgenden oft kurz X =Y oder X > Y, falls diese Eigenschaften f.s. gelten. Ebenso identifi-
zieren wir Abbildungen, die f.s. iibereinstimmen.

BFiir k € No: P({X; — Xs = k}) = (A(t — 5))F/k! - exp(=A(t — 5)).



sieche Bemerkung 3. Klar: 7,,,1 und (S, 15) unabhéngig. Somit
P{Sps1 >t} NAN{N;=n}) = P{Th1+ S, >t} N BN{S, < s})
= / P{{S, >t—u}nNBN{S, <s}) - Aexp(—Au)du
t

=exp(—=A(t —s)) - /OOO P{S, >s—u}tnNBN{S, <s}) - Aexp(—AIu)du
=exp(—A(t —5)) - P({Sn+1 > s} N{S, < s}NB)
=exp(—A(t —s)) - P(AN{Ns =n}).

Jetzt Summation iiber n € Nj.

Lemma 2. Fir0<s<t A€ Sév und £k € Ny gilt
At —s))*
P(AN{N;— N, =k})=P(A)- % exp(—A(t — s)).
Beweis. Sei k € N und n € Nj. Bezeichne mit ¢, die Dichte von

n+k+1

Y, = Z T,.

l=n+2
Wie oben ergibt sich
z2:=P(AN{N;, — Ny <k} N{Ng=n}) = P(BN{Syixr1 >t} N{Ns=n})
=P(BN{Ng=n}N{Spy1+ Y >t})

/ P(B AN, = n} 0 {Sni1 +u > 1}) <x(u) du.
] N )
=:h(u)

Weiter -
[ W(u) - () du = P(BO{N, =n}) - P({Y; >t — s}),

—S

und der Beweis von Lemma 1 zeigt

/O () - () du = /0 T PBALN, = n}) - exp(—A(t—u—5)) - op(u) du.

Verwende!6
)\kuk—l
und -
— (\u)’
P{Y, >u}) = ( j') exp(—Au)
j=0 ’

zum Nachweis von

z=P(AN{N; =n})- Z M exp(—A(t — s)).

<
Il
o

Jetzt Summation iiber n € N etc.

16y}, ist Gamma-verteilt mit Parameter (), k).



Proposition 7. Die kanonische Filtration (F);cr ist rechtsseitig stetig.

Beweis. Wesentlich: die Pfade von NN sind lokal rechtsseitig konstant. Siehe Protter
(1990, p. 16) fiir allgemeines Ergebnis fiir Zahlprozesse. O

Obige Konstruktion des Poisson-Prozesses ist universell. Es gibt verteilungsfreie Cha-
rakterisierungen des Poisson-Prozesses. Siehe Génssler, Stute (1977, Kap. VIL5).

Anwendungen des Poisson-Prozesses: z. Bsp. Warteschlangentheorie, Finanzmathe-
matik, Versicherungsmathematik. Ausblick: Punktprozesse in RY.

3 Martingale

Gegeben: Filtration § = (§;)ie; und adaptierter reellwertiger Prozef X = (Xj)ie; auf
(2,2, P) mit
Vtel: E(|X) <.

Kurzschreibweise: (X, §¢)er, falls X an § adaptiert.

Definition 11. (Xy, §)ier Submartingal, falls
Vs,tel: s<t = X;<E(X;|F5s).
Supermartingal: ,>*, Martingal ,=*“.

Beispiel 6. Fiir einen Poisson-Proze (X;, §;)ier mit Intensitit A > 0und 0 < s <t
gilt

E(Xt ’ 'SS) = E(Xt_Xs ’ gs) +E<Xs | %’s) :E<Xt _Xs) +Xs = )\(t—S)+XS

Also liegt ein Submartingal vor.

Definiere einen kompensierten Poisson-Prozef§ durch
Mt - Xt - )\t
Dann ist (M, §t)ier ein Martingal.

Die Martingaltheorie im kontinuierlichen Fall I = [0, co[ wird oft unter Riickgriff auf
den vorab betrachteten diskreten Fall entwickelt. Wir diskutieren einige Elemente
dieser Theorie.

3.1 DMartingale in diskreter Zeit
Zunéchst sei I = N.

Beispiel 7. Coz-Ross-Rubinstein Modell: einfaches Modell fiir Aktienkurs zu Zeiten
t € Ny. Wahle
Ag>0, O0<p<l, 0<d<u,



und betrachte (Y}) ey iid. mit
P{Yi=u})=p=1-P{Y, =d}).

Definiere §o = {0, 2} und

t
A=A [[Ye,  Fe=o((ni,.... Y3}

s=1

fir t € N. Klar: § = 4. Fiir ganzzahlige 0 < s < ¢

E(A;|8s) = A E ( H Yk) = A EYV)" = (pu+ (1 —p)d)™° - A,.

k=s+1
Also
(As, §t)ien, Submartingal & EY)) >1
und 1_4d
(As, §t)ien, Martingal & d<l<u N p= —
/ul —_—

Wir sehen spéter: ein geeigneter Grenziibergang liefert die geometrische Brownsche
Bewegung; auf diesem stochastischen Finanzmarktmodell basiert die Black-Scholes-
Formel zur Bewertung européischer Optionen.

Frage: Gibt es im Martingal-Fall eine Stoppzeit (Verkaufsstrategie) T' mit E(Ar) >
Ao?

Die folgenden Sétze 2, 3 und 5 sind Varianten des optional sampling theorems. Beweise
der Sétze 2 und 3 findet man im Skript ,,Probability Theory*.

Satz 2.
(X¢, §t)ten, Martingal & V T beschrankte Stoppzeit : F(Xr) = E(Xj).

Satz 3. Sei (X, §t)ien, Martingal und 7' Stoppzeit mit
PHT <o0})=1 AN E(|X7|) <oo A lim | X¢|dP = 0.
t—o0 {T>t}
Dann
E(Xr) = E(X)).
Die Struktur der Submartingale ergibt sich wie folgt.

Satz 4 (Doobsche Zerlegung). Fiir

t t

Mt - Z(Xs - E<Xs | %s—l)) + XO, At = Z(E(Xs | 35—1) - Xs—l)

s=1 s=1

gilt
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(i) Xy =M, + Ay,
(i1) (My,§¢)ien, ist Martingal,
(ili) (X%, Bt)en, Submartingal < (A;)ien, P-f.s monoton wachsend.
Beweis. Nachrechnen. O
Satz 5. Sei (X;, §t)ien, Submartingal. Fiir beschriinkte Stoppzeiten S < T gilt!?
Xs < E(Xr|3s)

und somit

E(Xs) < E(Xr).
Im Martingal-Fall gilt jeweils ,,=“.

Beweis. Zunéchst der Submartingalfall. Fiir Zufallsvariablen X, Y auf (Q, 2, P) mit
E(1X]), E(JY]) < oo gilt

X<Y & VAe: /XdPS/YdP.
A A
Ferner: Xg und E (X7 |Fs) sind Fg-meBbar. Also ist zu zeigen

VAEGs: /Xsdpg/E(XT\gs)dP.
A A

7

— [ XrdP
Verwende die Doobsche Zerlegung X = M + A. Wg. der Monotonie von A

Ag < Ar.

/MSdP:/MTdP.
A A

R:S'1A+T'1Q\A.

Sei A € §5. Wir zeigen

Setze

Da 2\ A € §s C Fr, folgt
{R<t}={S <t} nAU{T <t} N (Q\ A) €T,

J

ggt €t

so dafl R eine beschrénkte Stoppzeit ist. Satz 2 liefert
E(Mg) = E(My) = E(Mry).

Klar

Im Martingalfall betrachte man X und —X. O

1"Beachte, dal Xg §s-mefbar ist. Vgl. Proposition 6 im kontinuierlichen Fall.
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Gegeben: (Xy, §¢)ier mit I = {tg,...,t,} fiir tg < --- < t, sowie a < b. Definiere
Stoppzeiten

leinf{tGI:tha},
Ty=if{tel:X,>b t>T)}

T2k+1 = ll’lf{t el X, < a, t> Tgk},
T2k+2 = inf{t el: X, > b, t> T2k+1},

sowie die Anzahl der Uberquerungen (Upcrossings) des Intervalls [a, b] von unten nach

oben
0, falls T5 = oo,

max{k € N: Ty, <t,}, sonst.

Ui (a,b) :{

Satz 6 (Upcrossing-Inequality). Fiir jedes Submartingal (X, §;)es gilt

E((Xy, —a)") = B((Xy, —a)")

(U (a,b) < it

Beweis. O.B.d.A. a =0 und X > 0 aufgrund der Jensenschen Ungleichung. Definiere
Stoppzeiten Sy = tg und S; = T; A t, fiir ©+ € N. Dann

th - Xt() — Z(stj - XSijl) + Z(stj+1 — Xs2j)
j=1 =0
sowie .
Z(XSQj - XSQj_l) Z b : Uj‘)((O, b)
j=1

Satz 5 sichert
E(X52j+1) > E(XSQj)'

Fazit
E(X,,) = E(Xiy) = b- B(UF(0,b)).

]

Satz 7 (Submartingal-Ungleichungen). Fiir jedes Submartingal (X;, §)ier und g > 0
gilt
P({,max X, 2 u}) < 1/p- B(X)),
P({min X < —p}) <1/p- (B(X]) - B(X,))
Beweis. Siehe Chung (1974, Theorem 9.4.1). O

Schlielich noch zwei Martingalkonvergenzsitze mit [ = —N bzw. [ = Z.
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Proposition 8. Gegeben: Submartingal'® (X, §;)c_n mit

inf F(X;) > —o0. (1)

te—N

Dann existiert X ., € L1(€Q, %, P), so daf§

lim X, = X_o P-f.s. und in L.

t——o00

Beweis. Ohne Verwendung von (1) sichert Satz 6 die Existenz einer Zufallsvariablen
X o mit Werten in R U {#o00}, so daf} lim;_, . X; = X_, P-fs., vgl. Ubung 3.3.
Mit (1) und Satz 7 zeigt man, dal X_.,, P-f.s. endlich ist, und die gleichgradige
Integrierbarkeit von (X¢)te_n, siche Chung (1974, Theorem 9.4.7). O

Proposition 9. Gegeben: Filtration (§;)iez und Zufallsvariable Y auf (Q, %2, P) mit
E(]Y]) < co. In Ly (Q2,2, P) und P-fss. gilt

lim B(Y[3) = <Y|U<Ugt>) Jim E(Y[§) = B(Y]()5).

teZ

Beweis. Siehe Chung (1974, Thm. 9.4.8). O

3.2 Martingale in stetiger Zeit

Im folgenden sei I = [0, co.

Satz 8 (Optional Sampling Thm.). Fiir jedes rechtsseitig stetige Martingal (X, §)ier

= V T beschriankte Stoppzeit :  E(Xr) = F(Xo).

Beweis. Gelte T'(w) < N fiir alle w € Q. Fiir n € N sei T,, definiert durch
T.(w)=k/2" < T(w)el[k-1)/2"k/2".

Fir ¢t € [(k—1)/2", k/2"] zeigt Proposition 3

{Th <t} ={T, < (k= 1)/2"} ={T < (k = 1)/2"} € Fp-1)/2» C B,

d.h. T,, ist Stoppzeit.

Fiir alle w € Q:
T.(w) < N+1 A lim T,(w) \, T'(w).

Somit wegen der rechtsseitigen Stetigkeit:

lim X7, (w) = Xr(w). (2)

n—oo

Satz b zeigt
E(Xn1|81,) = X1,

18Sogenanntes inverses Submartingal.
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Also ist { X7, : n € N} gleichgradig integrierbar, siehe Ubung 3.1. Mit (2) folgt

n—oo

SchlieBlich zeigt Satz 2
VneN: E(XTn) = E(X())

[]

Die folgenden Begriffe und Ergebnisse sind grundlegend bei der Einfithrung des sto-
chastischen Integrals.

Definition 12. § erfiillt die diblichen Voraussetzungen, falls

(i) § rechtsseitig stetig,

(i) {AcQ:3BeA: AC BAP(B) =0} C Fo.
Satz 9. Erfiillt seien

(i) (Xi,8¢)ter Submartingal,

(ii) ¢t — E(X;) rechtsseitig stetig,

(iii) die tiblichen Voraussetzungen.

Dann existiert eine cadlag Modifikation Y von X, so daB (Y;, §;)ier €in Submartingal
ist.

Beweis. Satz 7 sichert die Existenz von B € 2l mit P(B) = 1 und

VweBYneN: sup | Xi(w)| < o0.
t€[0,n]NQ

Details bei Yeh (1995, Prop. 9.1.1). Definiere
UX(a,b) = sup{U5(a,b) : J C [0,n] N Q endlich}

sowie

Ch(a,b) = {UX(a,b) < o0}, C=() (1 Culab).

neN a<b, a,beQ

Nach Satz 6 und dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt P(C) = 1. Fiir w €
BN C existieren die Grenzwerte

Xiw) = lim X,()

fiir jedes t > 0. Setze Y;(w) = X"(¢)(w) fiir w € BNC und andernfalls Y;(w) = 0. Man
verifiziert, dal Y ein cadlag Prozef} ist. Die iiblichen Voraussetzungen sichern, daf§ Y’
zu § adaptiert ist.

14



Sei s € I. Wahle s, € Q mit s, \, s. Fiir A € §,

/Xﬂpg/Em%mmwz/x%ﬂz
A A A

Die L;-Konvergenz gem. Proposition 8 liefert E(]Y;|) < oo und

lim waz/mw, (3)
A A

n—oo

so daf
X, <Y, (4)

Gelte s, < t. Gem. (4) folgt
E(Y:[8s,) = BE(X:[3s,) = X,
Zusammen mit Proposition 9 und der rechtsseitigen Stetigkeit von § ergibt sich
E(Y,|§.) = lim E(%|§.,) > lm X,, =Y.,

d.h. (Y3, §t)ier ist ein Submartingal.
Die rechtsseitige Stetigkeit von s — E(X;) und (3) liefern
E(X) = E(Y),

Mit (4) ergibt sich Y; = X. O
Definition 13. (A, §:)ier wachsend, falls

(i) Ao =0,

(ii) A besitzt rechtsseitig stetige, monoton wachsende'® Pfade,

(i) Vt e I: E(A) < oo.

Bemerkung 7. Wir integrieren erstmals beziiglich eines stochastischen Prozesses. Sei
(As, §¢)ter wachsend und (X);e; mebar. Dann sind die Lebesgue-Stieltjes Integrale?

t
Ewyi/xﬂ@wuw, w € Q,
0
fiir t € I wohldefiniert. Sei (X, §¢)ier progressiv mebar und gelte

VweQ: IFw) < oo

Dann ist
L(w) = (w) - I7 (W), weq,

fiir t € I wohldefiniert, rechtsseitig stetig und progressiv mefibar.

YA (w) < Ap(w), falls s < t.
]dentifiziere A.(w) mit dem durch p* ([0, s]) = Ag(w) definierten o-endlichen Maf auf B(I).

15



Beispiel 8. Der Poisson-Prozefl (N, §V);c; ist wachsend. Setze
Ji(w) = {Sn(w) : n € N} N [0,¢].

Dann gilt #J;(w) = Ny(w) < 0o und

Lw)= > X,(w).

s€Ji(w)

Wir formulieren nun ein kontinuierliches Analogon der Doobschen Zerlegung.

Die Summe eines Martingals M und eines wachsenden Prozesses A (bzgl. derselben
Filtration) ist ein Submartingal. Ist jedes Submartingal so darstellbar? Ist diese Dar-
stellung eindeutig?

Beispiel 9. Sei (Xy, §t)ier Poisson-Prozef mit Intensitdt A > 0. Dann

— =~
=M, =As

Wir wissen: (My, §)ier ist ein Martingal. Klar: (A, §;)ier ist wachsend.

Satz 10 (Doob-Meyer-Zerlegung). Erfiillt seien®!

(i) (Xi, 8e)eer stetiges Submartingal,
(iii) die iiblichen Voraussetzungen.

Dann existiert ein stetiges Martingal (M;, §;)ic; und ein stetiger wachsender Prozefl

(Augt)tel mit

Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit.

Beweisskizze. Details bei Karatzas Shreve (1999, Chap. 1.4). Wir diskutieren die Exi-
stenz fiir t € [0, a] mit a > 0. Betrachte eine rechtsseitig stetige Modifikation (Y}):c[o,q]
des Submartingals

Xt_E(Xa|St)7 t e [O,CL],

gem. Satz?? 9. Fiir n € Nund 1™ = {j/2" -a:j =0,...,2"} hat man die Doobsche
Zerlegung
Y, = M™ 4+ 4™, te1m.

Ein Kompaktheitsschlu, fiir den (ii) verwendet wird, zeigt: es ex. eine Teilfolge
(AT en von (AS),en sowie Z € Li(Q, 9, P), so daB

VEE Lo(QA P lim B(S- Ay = B(¢- Z).

2L Allgemeinere Fassung bei Karatzas, Shreve (1999).
22 Anwendbar wg. (i) und Proposition 8.
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Betrachte rechtsseitig stetige Modifikationen (M;)cjo,o des Martingals
E(X,— 7|38, t €10,qal,
sowie (Ay)iejo,q) des Submartingals
Y+ E(Z|30), t€[0,al,

gem. Satz 9. Klar: X; = M; + A; und M ist ein Martingal. Zu zeigen bleibt die
linksseitige Stetigkeit von A und M sowie die Monotonie von A; hier geht die Stetigkeit
von X ein. ]

Im folgenden: § erfiille die iiblichen Voraussetzungen. Kurz: Martingal statt Martingal
bzgl. §. Gleichheit von Prozessen im Sinne der Ununterscheidbarkeit.

Definition 14. X quadratisch integrierbar, falls
Vtel: E(X}?) < oo.

Bez.: MM = MS(F) sei der Vektorraum aller stetigen, quadratisch integrierbaren Mar-
tingale mit Xy = 0.

Bemerkung 8. Klar: fiir X € 9 ist X? = (X?)c; stetiges Submartingal.

Definition 15. Quadratische Variation von X € 9 ist der? stetige, wachsende
Prozef (A;)ie; in der Doob-Meyer-Zerlegung

X2 = M, + A
von X2 Bez.: (X); = A;.
Vgl. Ubung 2.3.b fiir den kompensierten Poisson-Prozes.
Definition 16. Fiir X,Y € 9 heift*
(X, V)= (X + V)= (X =Y)), tel,
der Kreuz-Variationsprozefs. X und Y heiflen orthogonal, falls
(X,Y)=0.

Proposition 10. Fiir X,Y € 95 gilt

(i) (X, X) = (X),

(ii) dquivalent sind

(a) XY — Z ist Martingal A Z = A’ — A” mit A’, A” stetig, wachsend,
(b) Z = <X7 Y>v

2Eindeutig bestimmt bis auf Ununterscheidbarkeit.
24Polarisation.
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(iii) dquivalent sind

(a
(b) XY Martingal,

)
)

() B(X; — X)) - (V; = Yy)|§s) =0fiiralle 0 <s <t
)

(iv) (-
(v) (X,Y)? < (X)- (V).

X, Y orthogonal,

ist symmetrisch und bilinear,

Beweis. ad (i):
(X, X)e = 1(2X) = (X).

ad (ii): ,(b) = (a)*: (X +Y)*— (X 4+Y) und (X —Y)? — (X —Y) sind Martingale,

somit auch ihre Differenz
(X+Y)P - (X =Y - (X+YV)+ (X -Y) =4XY —4X,Y).

»(a) = (b)“: siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 31).
ad (iii): ,,(a) < (b)* folgt aus (ii).
»(b) & (o).

E((X: = X) - (Y = Y)) [8s) = E(XoY, + XoYs — XoY, — XY [ §)

= B(XiY:|§s) — XsYs.
ad (iv): Symmetrie klar. Fiir o € R sind
(aX) Y —(aX)Y) und «a-(XY)—a-(X,Y)

gem. (ii) Martingale. Mit (ii) folgt ebenfalls a(X,Y) = (o X,Y’). Beweis der Additi-
vitédt analog.
ad (v): Folgt wie tiblich aus (iv) und (X); > 0. O

Definition 17. Sei 7 = {t¢,...,t,n} mit 0 =ty < -+ < t,,, = t Zerlegung von [0, t].
Ferner sei p € |0, 0o[. Dann heifit

— Z | X0, — Xu |
k=1

p-te Variation von X auf [0,t] bzgl. w. Ferner heifit

=1,...

die Feinheit von 7. Die durch
me(X;6)(w) = sup{| X, (@) — Xo(w)| : 7,5 € [0,4], |r — 5] < 8}

definierte Abbildung m,(X;-)(-) : [0,t] x Q — [0, co] heifit Stetigkeitsmodul von X auf
[0,¢].

25Inkremente sind bedingt ,,unkorreliert*.
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Bemerkung 9. Sei X stetig. Dann ist m,(X;-)(-) endlich und m,(X;0) ist §-B(1)-
mefbar. Ferner
Vwe: (lsirr(l)mt(X;(S)(w) = 0.

Satz 11. Gelte lim, . ||7,|| = 0 fiir Folge von Zerlegungen m, von [0,¢] und sei

X € 95, Dann
P-stoch.

VA (X m,) T (X)),

Beweis.
1. Fall: X und (X) beschrinkt auf [0,¢]. Genauer

P ( () {max{|X,], (X),} < K}) = 1.

s€[0,¢]

Wir zeigen hier sogar Lo-Konvergenz. Mit obigen Bezeichnungen gilt

k=1 R
=Y E(YY)
k=1
Wir zeigen
Vk#0: E(Y-Ye) =0, (5)
Fir 0<s<t<u<wv gilt?
BE((X, — X.)*|§0) = BE(X] — X7 |5)

B(X7 = (X)y — (X5 = (X)) [§) + E(X)s = (X)u | F0)
E((X)o = (X)u[T).

Somit fiir k£ < ¢ (und analog fiir ¢ < k)

E(Y-Ye|§) = Y- E(Y2| §y) =0,

so daB (5) folgt.
Also

=Y B (X — Xoe)? = (XD, — (X))
<23 E((Xy — X )+ (X, — (X)e1)?)

<2 B (V(Xim) +2- B (m((XsIl) - (X))

26E(XuXv ‘St) = E(E(XuXv |gu) ‘St) = E(XUE(XW |gu) ‘St) = E(XZ |gt)
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Es gilt
(2) ? 1
E(VPx;m) <6 K
siche Karatzas, Shreve (1999, Lemma 1.5.9). Ferner
VI (X5m) < (X5 []])? - V(X )

und hiermit
1/2

B0O0m) < (B (VO0m) ) (8 () ))

< 3K (E (ma(X; |7)*) 2.

Klar
mi(X:0) 2K,  mi((X);0) < K.

Der Lebesguesche Grenzwertsatz und die Stetigkeit der Pfade sichern
2

lim E (Vt@)(X; ) — (X)t> — 0.

n—oo

2. Fall: keine Beschranktheitsvoraussetzungen. Riickfihrung auf 1. Fall (Lokalisation).

Definiere
Tk =inf{tel:|Xy| >K v (X), > K}, K e N.

Proposition 5 zeigt, dal Tk Stoppzeit ist. Die gestoppten Prozesse
X = Xp 0 tel,
und
XIQ“K/\t - <X>TK/\tv le ]a

sind beschriinkte Martingale, sieche Ubung 3.2. Die Eindeutigkeit der Doob-Meyer-
Zerlegung liefert
() 7iene = (XT),.

GeméB Fall 1.) gilt fiir festes K € N

2
lim E (V;(Z)(X(K); ) — (X(K)>t) ~0.

n—oo

Setze
B = {[VP(X;m) — (X)| >}, Ax={Tx <t}

Es gilt limg .o, Tk (w) = oo fiir alle w € Q wegen der Stetigkeit der Pfade von X und
(X), also

dim P(Ag) =0.
Weiter
P(B5) = P(B5N Ag) + P(B5\ A)
< P(Ag) + PUIVP (X5 m,) — (XY | > e}),
und somit

limsup P(B;,) < P(Ak).

n—oo

20



Abschlieend: Die Wahl von p = 2 bei der Variation ist angemessen fiir stetige, qua-
dratisch integrierbare Martingale.

Satz 12. Sei (X;,§:)ier Proze mit stetigen Pfaden, p > 0 und L; Zufallsvariable, so
daf

P-stoch.
—

V;(p)(X, ,n_n) Lt

falls ||, || — 0. Dann gilt fir ¢ > p

P-stoch.

V;(Q) (X, 7Tn) iy 0

und? fir 0 < g <p

P-stoch.
V;L(q) (Xa 7Tn) : 1{Lt>0} t_> SOy ]-{Lt>0}7

falls |7, || — 0.
Beweis. Ubung 4.2. [

Eine wichtige Konsequenz der Sétze 11 und 12: die Definition von stochastischen
Integralen bzgl. stetiger quadratisch-integrierbarer Martingale X, etwa mit (X); > 0
fiir alle t > 0, kann nicht pfadweise unter Riickgriff auf die deterministische Lebesgue-
Stieltjes-Theorie erfolgen.

4 Der Kolmogorovsche Konsistenzsatz

Gegeben: Mefiraum (.5, &) und beliebige Menge I # (), sowie zunéchst ein stochasti-
scher Proze X = (X})er auf (2,2, P) mit Zustandsraum (S, S).

Fiir 0 # J C I sei X;: Q — S’ durch

(X (W) (t) = Xi(w)
fir w € Q und t € J definiert.
Bemerkung 10. X ist A-&7-mefbar.

Definition 18. In obiger Situation heifit das BildmaB* X;P auf (S, &) die Vertei-
lung von X (auf dem Raum (57, &7)).

Bemerkung 11. Sei z ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (S, &!). Betrachte den durch
Xi(w) = w(t)
fiir w € ST und t € I definierten kanonischen Prozef. Klar: X u = u, da X; = Id.

Also: Konstruktion von stochastischen Prozessen durch Konstruktion von Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf (S!, &),

o0 -0 =0.
BAlso (XP)(A) = P({w e Q: X.(w) € A}) fiir A € &.
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Beispiel 10.

(i) Produktmafe: hier I und (S, &) beliebig, aber man erhilt nur Prozesse mit
unabhéngigen Zufallselementen.

(ii) Markov—Kerne: Satz von lonesu-Tulcea fiir I = N und (S, &) beliebig.

Nun: I beliebig, S geeigneter topologischer Raum und & = B(S).
Setze Po(I) = {J C I : J # 0 endlich}, betrachte die Projektionen

w8 = 8" (5)jen = (%)jen
fir ) # Jo C J; C I. Kurz: my = 7l

Definition 19. (X P) ey, ) heiBt* die Familie der endlich-dimensionalen Randver-
teilungen von X.

Bemerkung 12.
(1) Fir J = {tl,...,tn}, Al,...,An €6

XjP(A; x -+ x A,) =P{(Xyy, ..., Xy,) € Ay x --- X An}).

(ii) Sei X’ = (X])ier ein ProzeB auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€', (', P') mit
Zustandsraum (.5, S). Dann

X/ P=X;P' & VJeP(l): X,P=X,P.
Frage: Existenz eines Prozesses mit vorgegebenen endlich-dimensionalen Randvertei-
lungen?

Definition 20. Familie (t;)jeq, () von WahrscheinlichkeitsmaBen iy auf (S7, &7)
heifit projektiv, falls

VJl,JQGm()(])I JQCJ1$MJ2:7T£IMJ1.

Klar: X stochastischer Prozel = (X;P) ey, projektiv.

Definition 21. Topologischer Raum (M, O) heifit polnisch, falls eine Metrik p auf M
existiert, so daf3

(i) p die Topologie O erzeugt,
(ii) (M, p) vollstandig und separabel.

Beispiel 11. M = R4, jeder separable Banachraum, M = C([0, co[) mit der Topologie
der gleichméfligen Konvergenz auf Kompakta, sieche Proposition II.3.

Im Fall S = R, & = B(R) identifiziert man X ;P oft mit einer Verteilung auf RIVI.
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Satz 13 (AuBere Regularitit von Borel-Mafen). Sei (M, p) ein metrischer Raum und
v ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (M, B(M)). Dann gilt

v(A) =inf{v(0): O D A, O offen} = sup{r(C): C C A, A abgeschlossen}.
Beweis. Ubung 4.4. U

Satz 14 (Innere Regularitiat von Borel-Maflen). Sei (M, ) ein polnischer Raum und
v ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf (M, B(M)). Dann gilt

v(A) =sup{v(C): C C A, C kompakt}.
Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir A = M, also
1 =sup{v(C): C C M, C kompakt}. (6)

OBdA: (M, p) vollstéandiger separabler metrischer Raum. Wihle (m;);en dicht in M.
Setze
B,,={meM:p(m,m;) <1/n}

fiir i,n € N. Sei € > 0. Wéhle 7,, € N mit

v(M\ U Bp;) <e-27"

=1

Setze ‘
B =B
n=11i=1
Dann

v(M\ B) <v(M\ B) SiuM\OBm)Sa

Um (6) zu folgern, bleibt zu zeigen, dafl B kompakt ist. Dazu zeigen wir, da8 jede Folge
(2j)jen in B eine Cauchy-Teilfolge enthilt und verwenden dann die Vollsténdigkeit von
(M, p).

Nach Definition von B existiert if € {1,...,i1},sodaB |[{j € N: z; € By }| = oo, d.h.
es existiert eine Teilfolge, die stets in By« liegt. Durch Iteration und Diagonalisierung

bekommt man so eine Folge von Indizes
ine{l,... i}
und eine Teilfolge (2;, )Jnen von (z;),en, welche fiir alle n > k
2j, € Bk,z‘;

erfiillt. Also ist (z;);en eine Cauchy-Folge.

Nun sei A € B(M) beliebig. Nach Satz 13 existiert fiir ¢ > 0 eine abgeschlossene
Menge C' C A mit v(A\ C) < e. Wegen (6) existiert eine kompakte Menge K C M
mit v(M \ K) < e. Fazit: D = C N K C A ist kompakt und erfiillt

v(A\ D) < 2e.
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Satz 15 (Konsistenzsatz von Daniell 1918, Kolmogorov 1933). Sei (S,9) ein polni-
scher Raum, & = B(5), und (1) sep, (1) €ine projektive Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen p; auf (S7,&7). Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf
(ST, &%), so daB

VJePoll): mp=p.

Fiir den Beweis bendtigen wir zwei Lemmata.

Lemma 3. Ist (S,9) ein polnischer Raum und J # () eine endliche Menge, so ist
(S7,97) ein polnischer Raum und B(S7) = (B(S))’.

Beweis. Siehe Ginssler, Stute (1977, Satz 1.3.12). Es gilt stets B(S7) D (B(S))” und
bei polnischen Rdumen auch B(S7) C (B(9))”. O

Lemma 4. Sei (5, p) ein metrischer Raum, I # 0, J, € PBo(l) sowie K, C S/
kompakt. Setze

Yo = ()(ms) " (K0).
=1
Falls Y, # 0 fiir alle n € N, so ist*® (2| Y, # 0.

Beweis. Sei (y,)nen eine Folge in ST mit y, € Y,. Fiir m > n ist y,, € Y, also folgt
firte J,

Ym(t) = 7 075, (Ym) € 7 (Kn),
und W{J:}(Kn) ist kompakt. Setze J = (J°, J,. Es existiert eine Teilfolge (yn,)een,

so daf fiir jedes t € J die Folge (yn,(t))ren konvergiert. Fixiere a € S und definiere
z € ST durch

2(t) = lim g, (t),

falls t € J, und andernfalls durch z(t) = a. Da K,, abgeschlossen, folgt 7, (2) € K,
fiir alle n € N und damit z € (), V,,. O

Beweis von Satz 15. Eindeutigkeit: sieche Bemerkung 12. Existenz: Wir betrachten die

Algebra
&= |J ol{m})
JePo(I)

der Zylindermengen. Fiir A € & von der Form A = 7;'(B) fir B € &/ und J €
PBo(I) setzen wir

i(A) = 1s(B).
Dies ist wohldefiniert, da (jts)jeqp(r) eine projektive Familie ist. Klar: 7z ist Inhalt auf
GS!. Nach dem MafBfortsetzungssatz geniigt es nun zu zeigen, daf i stetig in ) ist.

Seien also Z,, € &) mit Z, | 0. Annahme: inf,cyi(Z,) = a > 0. Es sei

Zy = W;nl(Bn)

30Dies verallgemeinert den Cantorschen Durchschnittssatz, der den Falle |I| = 1 behandelt.
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mit B, € &/». OBdA koénnen wir J; C J, C ... voraussetzen. Nach Lemma 3 und
Satz 14 existieren kompakte Mengen K, C B, mit uy (B, \ K,) < 27" - «a. Setze
Zl, = 7;1(K,), dann folgt

w(Za\ Zy) <277 -«

Damit hat man fiir Y,, gemafl Lemma 4

3

[i(Zn) = 1(Yn) = 1 (U(Zn \ Zé)) < ) H(Ze\ Zy) < o,

/=1 /=1

Da [i(Z,) > «, folgt hieraus i(Y,,) > 0 und damit Y,, # 0 fiir alle n € N. Aus Lemma
4 folgt nun (), Y, # 0, ein Widerspruch. [

Definition 22. In der Situation von Satz 15 heifit i der projektive Limes der Familie
(110)gespny> Bez.: pp = lim jeqps) 1.

Anwendung: Prozesse mit unabhéngigen Inkrementen. Im folgenden I = [0, co[ und

(S,6) = (RY, B(RY)).
Definition 23. (X;)c; besitzt
(i) unabhingige Inkremente, falls
Xy, — Xy oo Xy, — X4,
unabhéngig fiir allen € Nund 0 <ty < --- < t,.

(i) stationdre Inkremente, falls fiir alle 0 < s < ¢ die Verteilungen von X; — X und
X;_s — X, tibereinstimmen.

Lemma 5. Fiir X = (X,);e; mit X, P-f.s. konstant gilt
X besitzt unabhingige Inkremente < V0 < s <t: X, — X, unabhingig von §.

Beweis. ,<": induktiv. ,= Fixiere s und setze
D ={AcFX:14 X; — X, unabhiingig},
¢ = U o({Xayr -, Xs, 1)

neN, 0=sp<---<sp=s

Klar: ® ist Dynkin-System, € C §¥, o(€) = X, € ist N-stabil. Wir zeigen € C D
und schliefen dann
F5 =0(@) =4 cDCF.

Nach Voraussetzung gilt fiir 0 =sg < --- <s,=s<t

Xo, Xsy — Xgpy oo, X, — X

Sn—17

X; — X, unabhéngig.

Ferner

o({Xo, Xs, — Xsgy oo X, — X5, 1 ) = 0({ X0, Xsyy -, X5, })-
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Sei X ein Prozel mit unabhéngigen Inkrementen. Setze
Vet = Px,—x,, 0<s<Ht.

Beispiel 12. Poisson-Prozef3 besitzt stationére, unabhéngige Inkremente. Stationa-
ritat: klar, da X;— X Poisson-verteilt mit Parameter A\(¢t—s). Unabhéngigkeit: beachte
IX C §, fiir an § adaptierte Prozesse X und wende Lemma 5 an.

Bemerkung 13.

(i) Offenbar gilt vy = v, x 1, fiir 0 < s <71 < t.

(ii) Falls Xy =0, so ist die Verteilung von X durch (vs;)o<s<: eindeutig bestimmt.
Satz 16. Sei (vs4)o<s<: eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R¢, B(R%))
mit

VO<s<r<t: Usy=Usy*Upn. (7)

Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) und ein darauf definierter sto-
chastischer ProzeB X = (X;)icr mit Zustandsraum (R? B(R?)), so dafl

(i) Xo=0.
(ii) X hat unabhéingige Inkremente.
(i) VO<s<t: Px,_x, ="Vs;
Durch diese Forderungen ist die Verteilung des Prozesses eindeutig bestimmt.

Beweis. Wende Satz 15 und Bemerkung 13 an. O]

Bemerkung 14. Spezialfall: Prozesse mit unabhéngigen und stationdren Zuwéchsen
und Xy = 0 Hier wird X in seiner Verteilung schon durch vy = 1, bestimmt. Die
Familie (14)i~0 heifit Faltungshalbgruppe (v x vs = v445). Beispiel: Poisson-Prozef3
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Kapitel 1

Brownsche Bewegung

Literatur:
Karatzas, Shreve (1999, Chap. 2).

Gegeben: Wahrscheinlichkeitsraum (€, 2(, P) mit Filtration § = (F¢)ter, wobei I =
[0, ool.

Definition 1. W = (W};)e; Brownsche Bewegung (Wiener-Prozef$) bzgl. §, falls
(i) W reellwertig mit stetigen Pfaden,
(ii) W adaptiert an §,

(iii) W =0,

(iv) fiir 0 < s < tist Wy — Wi

(a) unabhéngig von §s,
(b) N(0,t — s)-verteilt'.

Bemerkung 1. Brownsche Bewegungen sind Prozesse mit stationdren, unabhéngigen
Inkrementen, vgl. Beispiel 1.12. Ferner besitzen alle Brownschen Bewegungen dieselbe
Verteilung auf (R, B(R)?), siche Bemerkung 1.13.(ii).

Proposition 1. W € 9§ und (W), = ¢.

Beweis. * Vgl. Beweise fiir den kompensierten Poisson-Prozef8 (mit A = 1), siehe Bsp.
[.6 und Ubung 2.3.b. Zum Nachweis der Martingaleigenschaft benétigt: (iv.a) und
E(W; — Wy) = 0. Zur Bestimmung der quadratischen Variation bendttigt: (iv.a) und
E(W; = W)? = |t —s|. O

Die endlich-dimensionalen Randverteilungen einer Brownschen Bewegung sind wie
folgt gegeben.

LN (m, K) ist die Normalverteilung auf (R™, B(R™)) mit Mittelwert m € R™ und Kovarianzmatrix
K € R"*" (n = 1: Varianz K). Siehe Génssler, Stute (1977, Kap. 1.19)
2Siehe auch Karatzas, Shreve (1999, Exercise 1.5.20)
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Lemma 1. Sei W Brownsche Bewegung und

K = (min(t;, 5))1<ij<n (1)
mit paarweise verschiedenen t4,...,%¢, € I. Dann:

Wi, ..., W, sind gemeinsam N (0, K)-verteilt.
Beweis. Gelte 0 <t; < --- < t,. Setze
Z=Wy,...,W, ), Y =W, —Wo, Wy, =Wy, .. Wy, =W, )
sowie
A=|: .

1 ... 1
Mit Bemerkung 1 und (iv.b) folgt: Y ist N(0, D)-verteilt mit

1 —0 0
0 tn — tn—1

We. (iii) gilt Z = A-Y. Somit ist Z N(m, K)-verteilt mit m = A -0 =0 und

toto...
K=A-D-A=|_ 7" = (min(t;, 7)) 1<ij<n-
tota ..ty

1 Eine Konstruktion der Brownschen Bewegung

Hier: mit Hilfe des Konsistenzsatzes von Kolmogorov.

Proposition 2. Es existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf @ auf (R”, B(R)"), so
daf fiir den kanonischen Prozel (W, )i auf (RY, B(R)!, Q) gilt

(i) Wo =0 Q-fs.,
(ii) W besitzt unabhéngige Inkremente,

(iii) W, — W, ist N(0,t — s)-verteilt fiir 0 < s < t.

Beweis. Fiir vs; = N(0,t — s) ist Satz [.16 anwendbar. O
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Der Pfadraum von W ist viel zu grofl. Die anderen Eigenschaften der Brownschen
Bewegung (bzgl. der kanonischen Filtration) sind hingegen erreicht. Zur Verifikation
von (iv).(a) verwendet man Lemma L.5.

Frage: Gilt C(I) € B(R)’ und P(C(I)) = 1?7 Antwort: Nein, da
VAEBMR): Aco(l) = A=
Satz 1 (Kolmogorov-Chentsov). Der Prozefl ()?t)te[o,T} erfiille?

E|X, - X,|°
Ja,6>0: sup ——— < .
5,t€[0,7] |s — t|! P

Dann existiert fiir jedes

v €10,8/a
eine Modifikation (Xt)te[ng] von X , eine positive Zufallsvariable h sowie 0 > 0, so dafl
fiir alle w € Q gilt*:

X, - X
sup ‘ ((U) t(w)‘ < 5. (2)
0<|t—s|<h(w) |$ - tl’y

Beweis. Fiir € > 0 gilt®

PH{IX, = X)|>e}) <e @ E|X,— X,|* e |s —t|'*7.

P-stoch F

Also: 5(:8” = X, falls s,, — t.
Nun der Einfachheit halber: T'= 1. Wéhle « € ]0, 5/a[. Dann

271
X n — X n| > -m = Y n — % nl > —mn

k=1
2n
< Z g 9-n(1+8) _ 9g—n(B—ya)
k=1

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt die Existenz von Q* € 2 mit P(2*) = 1 und
n* : ) — N mefbar, so daf§ fiir alle w € Q* gilt

Vn>n'(w): max, | X jon (W) — Xg—1y/2n ()| < 2777
Setze
D,={k/2":k=0,....2"}, D= (] D,
n€eNg

sowie h(w) = 27", Man zeigt nun® fiir w € Q* und s,¢t € D mit |s — | < h(w)

2

1—-2-7
=6

| Xo(w) = Xi(w)] < s — 2.

3Verschiirfung fiir Gau-Prozesse, siche Adler (1981).
4alle Pfade sind lokal Holder-stetig mit Exponent .
°< fiir O(...).

Details bei Karatzas, Shreve (1999, p. 54, 55)
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Also ist X. (w) fiir jedes w € Q* auf D gleichmifig stetig und somit eindeutig zu einer
gleichméBig stetigen Abbildung X.(w) : [0,1] — R fortsetzbar. Fiir w € Q \ Q* setzen
wir Xy(w) = 0.

Klar: X ist ein stochastischer Proze8, der (2) erfiillt. Fiir ¢t € D gilt

P{X,=X,}) > P(2") = 1.

Fiir ¢t € [0,1] \ D und Folgen (s,)nen in D mit s, — ¢ gilt

>  P-stoch. TF > P-fs.
Xs, — X A Xs, — X

Also: X, = X, P-fs. u

Satz 2. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (R?, B(R)?, Q) aus Proposition 2 existiert
ein Proze3, der bzgl. seiner kanonischen Filtration eine Brownsche Bewegung ist.

Beweis. Betrachte den o.g. Wahrscheinlichkeitsraum. Es gilt fiir 0 < s <t

E(|W, — W,|*)

I /OO ylrexp (— =L ay
V27t —8) oo 2(t — s)
= (t—s)2. \/%/ ly|* exp(—3y?) dy.

Wihle a > 2 und 8 = /2 — 1 sowie T'" > 0. Dann existiert gemifl Satz 1 eine
Modifikation (WtT)te[O,T] von (W;)sepo,r) mit stetigen Pfaden. Setze

Qr = ﬂ {Wt = WtT}

teQN[0,T]
und
Q=)
TeN
Dann N
Q) =1,

und fiir w € Q und ganzzahlige 0 < T} < T, sowie t € [0, T3] gilt
Wi (w) = W ().
Somit ist B
WI(w), fallswe Qund T € NNt o00]
Wt(w) = ~
0, falls w & 2

wohldefiniert, und W ist eine Modifikation von W,

Betrachte die kanonische Filtration § = (F}" )ies. Klar: die Eigenschaften (i), (i), (iii),
(iv.b) der Brownschen Bewegung sind erfiillt und W besitzt unabhéngige Inkremente.
Wende Lemma 1.5 an, um (iv.a) zu erhalten. O

Fiir jedes v < % sind die Pfade einer Brownschen Bewegung f.s. lokal Holder-stetig mit
Exponent . Man wéhle hierzu in obigem Beweis a hinreichend gro und g = a/2—1.
Es gilt lim, .o 0/a = % Wir sehen spiter, dafl diese Glattheitsaussage scharf — bis
auf logarithmische Terme — ist.
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2 Das Wiener Maf3 und das Donskersche
Invarianzprinzip

2.1 Das Wiener-Maf}

Zunéchst: das kanonische Modell fiir die Brownsche Bewegung.
Setze

o0

p(fif2) =3 o max min([fu(t) — SO 1),  f: € C().

- 2™ tefo,n]

Proposition 3. (C(I), p) ist ein vollstéindiger separabler metrischer Raum?’.

Beweis. Unter Verwendung der entsprechenden Eigenschaften im kompakten Fall. [J

Wir betrachten im folgenden stets obige Metrik auf C'(I) und die zugehérige Topologie
samt Borelscher o-Algebra B(C(I)).

Proposition 4.
BCU))=oc({f— f{t):t€T}).
Beweis. Sei & = o({f — f(t):t € I}). Fiir jedes t € [ ist f — f(t) stetig und somit
Borel-mefibar. Also folgt: & C B(C(1)).
Wir zeigen:

® enthélt alle offenen Kugeln. (3)

Ersetze in p(-, fy) die Maxima {iber [0,n] durch die Suprema iiber [0,n] N Q. Man
erhilt so eine B-mefbare Abbildung p(-, fo), und es gilt p(-, fo) = p(-, fo). Hiermit
folgt (3).

In jedem separablen metrischen Raum gilt: jede offene Menge ist abzéhlbare Vereini-

gung von offenen Kugeln. Mit (3) folgt: & enthilt alle offenen Teilmengen von C(I).
Also: B(C(I)) C &. O

Obige Ergebnisse gelten analog® im Falle einer Indexmenge [0, T]. Fiir A ¢ C(I)

Aco({fm f(H):te[0,T]) « 3IBeBC(0.T): A= {flon € B}. (4)

Betrachte Prozel (X;);c; mit stetigen Pfaden auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,2(, P). Dann ist
UV:Q—-C):w— X (w)

wohldefiniert und Proposition 4 sichert die A-B(C(]))-MeBbarkeit von W.

Definition 2. In obiger Situation heifit WP die Verteilung® von X (auf dem Raum
(C(1),B(C(1)))).

"Konvergenz: gleichmiifige Konvergenz auf beliebigen Kompakta.
8Normierter Raum (C([0,77]),]| - |loc)-
SWP(A) =PV 1A) =P{we: X (w) € A}) fiir A e B(C()).

31



Im folgenden studieren wir Verteilungen auf (C(1),B(C(1))).

Lemma 2. Gegeben Prozesse X auf (Q® A® P®) mit stetigen Pfaden, i = 1,2.
Dann sind dquivalent

(i) XM, X besitzen dieselben endlich-dimensionalen Randverteilungen,

(ii) die Verteilungen von X und X® stimmen iiberein.

Beweis. ,,(ii) = (i)* klar.
»(1) = (ii)“: Die Zylindermengen

{fe C(I) : (f(tl)aaf(tn» EA}

mit n € N, t; € I und A € B(R") bilden geméB Proposition 4 einen N-stabilen
Erzeuger von B(C(I)). Nach Voraussetzung stimmen hierauf die Verteilungen von
X® und X@ iiberein. Verwende den Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafe,
siehe Génssler, Stute (1977, Satz 1.4.10). O

Definition 3. Das Wiener-Majf§ P, ist die Verteilung einer Brownschen Bewegung.

Wir halten fest: der durch Wi(f) = f(¢t) auf (C(1),B(C(I)), P.) definierte Prozefl
ist eine Brownsche Bewegung beziiglich seiner kanonischen Filtration; genannt: das
kanonische Modell der Brownschen Bewegung. Der Beweis von (iv.a) beruht auf Lem-
ma [.5; der Rest ist klar. Siehe (4) zur kanonischen Filtration.

2.2 Schwache Konvergenz

Im folgenden: (M, p) metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B (M ). Bez.: M(M)
Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf (M, B(M)).

Definition 4. Folge (P, )nen in (M) konvergiert schwach gegen P € 9 (M), falls

lim [ ¢dP, = / pdP (5)
e UM M
fiir alle stetigen beschrankten Abbildungen ¢ : M — R. Bez.: P, — P.

Erinnerung Zentraler Grenzwertsatz: schwache Konvergenz der Verteilungen von stan-
dardisierten Partialsummen gegen die Standard-Normalverteilung.

Proposition 5. Aquivalent sind'®

(i) P — P,

(ii) (5) gilt fiir alle gleichméBig stetigen beschrankten Abbildungen ¢ : M — R.
(ii) VA C M offen: liminf P,(A) > P(A),

n—oo

ONotation: 9A Rand von A.
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(iv) VA€ B(M): POA)=0 = lim P,(4) = P(A).

Beweis. Siehe Génssler, Stute (1977, p. 342-344). O

Fortan (M, p) vollstindig und separabel.

Proposition 6. Es existiert eine Metrik A auf (M), so dafi (9 (M), A) vollstandig
und separabel ist und

P,—P o lim AP, P)=0
fir alle P, Py, ... € M(M) gilt.
Beweis. Siehe Parthasarathy (1967, Sec. 11.6). O

Somit: der schwache Limes ist eindeutig bestimmt.
Im folgenden stets obige Metrik auf 9(M).

Definition 5. IT C 9(M) heiit straff, falls
Ve>0 3K CM kompakt VP elIl: P(K)>1—¢.
Satz 1.14 sichert, dafl einelementige Teilmengen straff sind.
Satz 3 (Prohorov). Fiir IT C 9(M)
IT relativ kompakt <« 1I straff.

Beweis. Siehe Parthasarathy (1967, p. 48-49). O

2.3 Das Donskersche Invarianzprinzip

Funktionale Version des Zentralen Grenzwertsatzes.
Gegeben (&) en reellwertig, iid. auf Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit

E(&) =0, E(&) = 0% €]0,00[.

Definiere X : Q — C(I) durch!!

X(w)(k) = Zﬁj(w), k € N,

und

Xw)(t)=@t—Fk) - X(w)(k+1)+(E+1—1)  X(w)(k)
= X(w)(k)+ (t — k) - &1 (w), telk k+1].

HStiickweise lineare Interpolation der zugehérigen Irrfahrt.
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Skaliere wie folgt

1
_ X
o\v/n

Proposition 4 sichert die 21-8(C(I))-MeBbarkeit von X und X und diese Abbil-
dungen definieren Prozesse mit stetigen Pfaden!?.

Fir s = k/nund t = ¢/n mit k,¢ € Ny und k < ¢ gilt

XM (w)(t) (w)(n-t), tel, neN.

n n ]'
Xt()_Xs()_m'(fk+l+“'+ff)‘

Also
EX™-xMy=0, BX™-XM?=t—s

S

und X™ — X{" ist unabhéngig von
55" = o({& . &)

Beachte

n

(n) _ 1

k=1
Der Zentrale Grenzwertsatz zeigt

x"p— N(0,1).

Satz 4 (Donsker). Sei P, = X™ P die Verteilung von X ™ und sei P, das Wiener-
Maf. Dann
P, — P..

Beweisskizze. Details bei Karatzas, Shreve (1999, Sec. 2.4).

We. Proposition 6 ist zu zeigen: jede Teilfolge von (P, ),en besitzt eine Teilfolge, die
gegen P, konvergiert.

Betrachte den Stetigkeitsmodul

my(f;0) = sup{|f(r) = f(s)| : 7,5 €[0,8], [r —s| <})

von f € C(I) auf [0,¢]. Satz 3 und der Satz von Arzela-Ascoli fithren auf folgendes
Kompaktheitskriterium fiir beliebige Folgen (Q,)nen in 9(C(I)). Aquivalent sind

1. {Q, : n € N} straff,

2.
fim sup Qn({£(0)] > A}) =0

und
lim sup @, ({m:(f;9) > e}) =0
6—0 peN

firallee >0und ¢t € I.

128chreibe X;(w) = X (w)(t). Analog fiir X (™
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Man verifiziert 2.) fir P, = @,, und somit gilt: jede Teilfolge von (P,),en besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Betrachte nun die ,,endlich-dimensionalen Randverteilungen“ der Mafle P,,. Dazu sei

Ty, b 30([)_’Rk:fH(f(t1)>---af(tk))

fir k € N und tq,...,t, € I paarweise verschieden. Fiir alle k£ und ¢; zeigt man

wobei K durch (1) gegeben ist!3. Damit folgt die Unabhingigkeit des Grenzwertes
von den betrachteten Teilfolgen, vgl. Lemma 2. Ebenso folgt, daf§ dieser Grenzwert
das Wiener-Maf ist. m

Beachte: Obiger Beweis beinhaltet eine weitere Konstruktion der Brownschen Bewe-
gung (und des Wiener-MaSBes).

Satz 4 ermoglicht die ndherungsweise Berechnung von Funktionalen der Brownschen
Bewegung z. Bsp. mittels Monte-Carlo-Methoden (Simulation von Irrfahrten).

3 Markov-Eigenschaft der Brownschen Bewegung

Gegeben: Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 21, P) mit Filtration § = (§¢)er sowie d € N
und Wahrscheinlichkeitsma$ g auf (R? B(R?)).

3.1 Mehrdimensionale Brownsche Bewegung

Definition 6. W = (W,),c; d-dimensionale Brownsche Bewegung bzgl. § mit Start-
vertetlung p, falls

(i) W Re-wertig mit stetigen Pfaden,
(ii) W adaptiert an §,
(it) WoP = 1,
(iv) fiir 0 < s < tist Wy — Wi
(a) unabhéngig von §,,

(b) N(O, (t — s)Idg)-verteilt.

Speziell falls u({z}) = 1: d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Startpunkt x € R<.

BFir k = t; = 1 ist dies der Zentrale Grenzwertsatz.
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Fiir jede d-dimensionale Brownsche Bewegung W = ((Wt(l), ceey I/Vt(d))) 17 Wit Start-

punkt z = (21, 2@) gilt: WO W sind unabhingige Brownsche Bewegun-
gen der Dimension eins mit Startpunkten =™, ... 2@,

Konstruktion!* : Q = (C'(1))4, 2 = (B(C(I)))4,
Wt((fb ) fd)) = (fl(t)7 ) fd(t))
mit kanonischer Filtration, P d-faches Produkt des Wiener-Mafes, Wahrscheinlich-
keitsmafl P = P* auf (Q,2l) definiert durch!
PH(A) = / PA—g) du(z),  Aes (6)
“ (4)
=pz

Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 72) zur B(R?)-3B([0, 1])-MeBbarkeit von x +— P(A).

Im Sinne der schwachen Konvergenz kann eine d-dimensionale Brownsche Bewegung
durch eine d-dimensionale Irrfahrt approximiert werden.

Definition 7. Sei M metrischer Raum und i € 9(M). Bezeichne mit B(M)" die
p-Vervollstéandigung von B(M). Dann heifit

qM)y= (] BM)"

REM(M)

die o-Algebra der universell mefbaren Mengen. Kurz: universelle MefBlbarkeit fiir
U(M)-B(RF)-MeBbarkeit.

Definition 8. d-dimensionale Brownsche Familie ist eine Familie (W}):c; von Abbil-
dungen W; : @ — R? und eine Familie (P%),cgpe von WahrscheinlichkeitsmafBen auf

(Q2,20), so daB gilt
(i) fiir alle A € A: x — P*(A) universell mefibar,
(ii) fiir alle x € R%: (W;)ses ist Brownsche Bewegung mit Startwert x auf (2,21, P%).

Konstruktion: siehe oben; hier wird sogar die Borel-Meflbarkeit in (i) erreicht.

Eine Brownsche Familie liefert Brownsche Bewegungen mit beliebigen Startverteilun-
gen geméB (6).
3.2 Markov-Prozesse

Motivation: ,, Geddchtnislosigkeit® von Irrfahrten.

Definition 9. Réwertiger adaptierter Proze X = (X,);c; heiBt Markov-Prozefl mit
Startverteilung , falls

(1) X()P:,u,

YEs gilt (B(C(I)))? = B(C(I)%), siehe Ganssler, Stute (1977, Satz 1.3.13).
15Vg]. Faltung.
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(ii) fiir s,¢ > 0 und I € B(R?)
P{ X5t € I} Ts) = P{Xspe € T} XS).

Speziell falls u({r}) = 1: Markov-Prozef§ mit Startpunkt x € R

Analog fiir Teilmengen von [0, 00 als Indexmengen, insbesondere fiir die diskrete
Indexmenge Nj.

Proposition 7. Sei X Markov-Prozefi. Setze B, = o({X, : v > s}). Dann

(i) fir s € I und A € B,

(ii) fiir s € [ und Y Bs-meBbar mit E(|Y]) < oo
B(Y |3,) = B(Y | X.).
Beweis. ad (i): sieche Karatzas, Shreve (1999, p. 76, 77).

ad (ii): algebraische Induktion unter Verwendung von (i). O

Definition 10. d-dimensionale Markov-Familie ist eine Familie (X;)ic; von Abbil-
dungen X; : Q — R? und eine Familie (P%),cge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
(2,2), so daB gilt

(i) fir alle A € A: 2 — P*(A) universell meBbar,
(ii) fiir alle z € R%: (X)se; ist Markov-Prozef mit Startwert z auf (2,21, P%),
(iii) fir x € RY s, > 0 und I’ € B(RY) gilt
PA({Xop €T} | X, = y) = PY({X, € T})
fir X,P* f.a. y € R%

Proposition 8. Jede d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein Markov-Prozefs.
Jede d-dimensionale Brownsche Familie ist eine Markov-Familie.

Beweis. Betrachte d-dimensionale Zufallsvektoren X, Y auf (£2,2(, P) und eine o-
Algebra & C . Gelte: X und & unabhiingig, ¥ &-B(R?)-mefbar. Dann folgt fiir
I € B(RY)

PU{X+Yel}|8)=P{X+Y eTl}|Y) (7)
und fiir Y P-fa. y € R?
P{X+Y el'}l|Y =y =P{X+yel}), (8)

siche Karatzas, Shreve (1999, p. 121).
Anwendung: & = §s, X = Wy — Wy, Y = W, Mit (7) folgt: W ist Markov-Prozef.
Ferner liefert (8)

Pr (W € T} W = y) = P*({Weps = Wi +y €T}).

Die Verteilung von Wy, — W, +y bzgl. P* ist N(y,t1d;) und stimmt folglich mit der
Verteilung von W; bzgl. PY {iberein. O]
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Bemerkung 2. Es gilt weder ,Markov-Proze8 = Martingal“ noch ,Martingal =
Markov-Prozef3“. Gegenbeispiel zur ersten Implikation: Poisson-Prozef}; Beweis siehe
oben. Gegenbeispiel zur zweiten Implikation: Ubung 6.4.

3.3 Starke Markov-Eigenschaft und Spiegelungsprinzip
Betrachte eine eindimensionale Brownsche Bewegung W bzgl. § und ihre Niveauzeiten

Ty(w) =inf{t € I : W(w) = b}, beR.

Diese sind Stoppzeiten, sieche Proposition 1.5.(ii).

Fragen: Wie lautet die Verteilung von 7,7 Gilt insbesondere T, < oo P-f.s.? Im Falle ei-
ner positiven Antwort: ist (Wr, 1+ —Wr, )ier eine Brownsche Bewegung und unabhéngig

von g, 7
Setze
Sty = ﬂ Stte
e>0
sowie

Sre ={AeA:Vtel: An{T <t} € F}
fiir optionale Zeiten T : Q — I U {oo}.

Bemerkung 3.
(i) (Sts)eer ist rechtsseitig stetige Filtration mit §; C Fey,
(ii) T optionale Zeit bzgl. § < T Stoppzeit bzgl. §,
(iii) Fro ist o-Algebra. Ferner §r C §r. fiir Stoppzeiten T.
Definition 11. Optionale Zeit T heifit P-endlich, falls P({T < co}) = 1.

Definition 12. Ré-wertiger progressiv mefibarer Proze X = (X;);c; heiBt starker
Markov-Prozefs mit Startverteilung p, falls

(1) X()P = U,
(ii) fiir t > 0, I' € B(R?) und jede P-endliche optionale Zeit S gilt

P({Xs4 €T} s4) = P{Xspe € T} Xs).

Speziell falls p({x}) = 1: starker Markov-Prozef§ mit Startpunkt x € R<.

Definition 13. d-dimensionale starke Markov-Familie ist eine Familie (X;)c; von
Abbildungen X; : Q — R? und eine Familie (P?*),cgs von Wahrscheinlichkeitsmafen
auf (©,20), so dafl gilt

(i) fir alle A € A: @ — P*(A) universell meBbar,

(i) fiir alle z € R%: (X;);es ist starker Markov-Prozef mit Startwert x auf (2,21, P*),
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(iii) fir v € RY ¢ >0, T € B(R?) und jede P*-endliche optionale Zeit S gilt
P'({Xs €T} | Xs=y) = P/({X; €T})
fir XgP* fa. y € RY

Satz 5. Jede d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein starker Markov-Prozef.
Jede d-dimensionale Brownsche Familie ist eine starke Markov-Familie.

Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, Sections 2.6 B, C). ]

Im folgenden sei W eine d-dimensionale Brownsche Bewegung und S eine P-endliche
optionale Zeit.

Satz 6. Durch
By = Wsyy — W, tel,

wird eine Brownsche Bewegung beziiglich (FZ) mit Startwert 0 definiert, die un-
abhéngig von §g, ist.

Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 86, 87). ]

Satz 7 (Spiegelungsprinzip). Sei S Stoppzeit und d = 1. Durch

AL falls 0 <t < S
YT oWe —W, fallst> S

wird eine Brownsche Bewegung beziiglich (F7) mit Startwert 0 definiert.

Beweis. Siehe Partzsch (1984, p. 47). O

Anwendung: Die Verteilungen der Niveauzeiten T, und damit der Maxima auf kompak-
ten Intervallen [0, u] fiir eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startwert 0.
OBdA™ b > 0. Fiir u > 0

P{T, <u})= P({tren[% W, > b})
=P{T, <uyn{W, <b})+ P{T, <u}N{W, > b})
= P{Ty < u} N {W, < b}) + P({W, > b}).

Mit Satz 7 folgt
P{T, <u}n{W, <b}) = P{W, > b}).

P({Ty < u}) = 2- P({W, 2 b}) = @ - / " exp (—g—u) dy
_ \/g . /;;p (_%) dy.

160\Mit W ist auch —W Brownsche Bewegung bzgl. derselben Filtration, siche Proposition 11.

Fazit
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3.4 Brownsche Filtrationen

Die Filtration im kanonischen Modell der Brownschen Bewegung ist nicht rechtsseitig
stetig. Ferner existieren in diesem Modell Mengen A € B(C(I)) mit P.(A) = 0 und
A& T, fiir alle t € I, vgl. Ubung 7.2.

Fiir beliebige Filtrationen § = (§;)ies setzen wir

A

Betrachte einen d-dimensionalen Prozel X auf (2,2, P) mit seiner kanonischen Fil-
tration F¥. Setze

N ={AcQ:3BecFL:AC BAP(B)=0}.

Nach Einschrinkung von P auf §X und anschlieffender Vervollstindigung erhilt man
ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf o (g2 U 9M7), welches wieder mit P bezeichnet wird.
Durch

5 =o@FH umh),  tel,

erhilt man eine von X und P abhingige Filtration §, genannt die augmentierte
Filtration.

Proposition 9. Fiir jeden starken Markov-Proze8 erfiillt ¥ die iiblichen Vorausset-
zungen.

Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 90) zum Beweis der rechtsseitigen Stetigkeit.
Klar: M C §F. O

Proposition 10. Fiir jede d-dimensionale Brownsche Bewegung W gilt: W ist auch
bzgl. ¥ eine Brownsche Bewegung.

Beweis. Klar. ]

Somit insbesondere konstruiert: eine Brownsche Bewegung unter den iiblichen Vor-
aussetzungen iiber die Filtration.

Betrachte nun eine Brownsche Familie (W;);er, (P*),ecra. Definiere P* geméf (6) sowie

§t: ﬂ Siw, tel.

HEM(RL)
Klar: die Filtration § ist rechtsseitig stetig und es gilt
S CsCF

Satz 8. Jede d-dimensionale Brownsche Familie (W;)icr, (P7)ere ist auch bzgl. der
Filtration (§;)ie; auf (2, ) eine d-dimensionale Brownsche Familie.

Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 93). Im Beweis lift sich nur die universelle
MeBbarkeit der Abbildungen z +— P*(F') fiir alle F' € §., zeigen. O

Obige Filtration 3 heiBt auch die universelle Filtration der Brownschen Familie.
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4 Pfadeigenschaften der Brownschen Bewegung
Im folgenden sei W = (W;)c; eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit Start-
wert 0 auf (Q,2(, P) bzgl. der Filtration (§)ser-

Proposition 11 (Symmetrie). (—W;);er ist Brownsche Bewegung bzgl. (§:)ier mit
Startwert 0.

Proposition 12 (Skalierungsinvarianz). Fiir jedes ¢ > 0 definiert

Xt: 'Wota tG],

SI-

eine Brownsche Bewegung bzgl. (§.¢)ie; mit Startwert 0.
Beweise der nachstehenden Fakten finden sich bei Karatzas, Shreve (1999, Chap. 2.9).
Proposition 13 (Projektive Spiegelung bei ¢ = o). Durch

t-W(l/t) fallst >0
Xt —
0 falls t =0

wird eine Brownsche Bewegung bzgl. ¥ mit Startwert 0 definiert.
Proposition 14 (Zeitumkehr). Fiir jedes 7' > 0 wird durch

X, =Wy —Wp_,  te[0,T],
eine Brownsche Bewegung auf [0, 7] bzgl. (F)seo,r] mit Startwert 0 definiert.
Proposition 15 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen).

lim — =0 P-fs.

Proposition 16 (Gesetz vom iterierten Logarithmus).

lim sup L =1 P-fs.

t—oo V2t -Inlnt B

Proposition 17 (Holder-Stetigkeit und Nichtdifferenzierbarkeit). P-f.s. gilt: W in
keinem Punkt Holder-stetig mit Exponent vy > 1/2.

Vgl. Abschnitt 1.
Proposition 18 (Lévyscher Stetigkeitsmodul).
W;é
lim sup m(V;9)

0
60 V20 -Ind-t

Betrachte die Niveaumengen

Zy(w) ={t € I: Wy(w) = b}.

P-fs.

Proposition 19. P-f.s. gilt: Z, ist abgeschlossen und unbeschrankt, hat Lebesgue-
Mafl null besitzt den Haufungspunkt null fiir b = 0 und keine isolierten Punkte in
10, o0.
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Kapitel 111

Stochastische Integration

Literatur:
Karatzas, Shreve (1999, Chap. 3).

Gegeben: Wahrscheinlichkeitsraum (2, 2(, P) mit Filtration! § = (F¢)wes fiir I =
[0, 0], die den iiblichen Voraussetzungen geniigt, sowie Prozesse X = (X;)ic; und
M — (Mt)te] E mg

Speziell: M = W eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startwert 0.

1 Konstruktion des stochastischen Integrals
Die Sétze .11 und .12 zeigen in nichttrivialen Fillen? fiir alle t > 0: P-f.s. ist M von

unbeschrénkter Variation auf [0, ¢]. Somit ist eine pfadweise Definition von stochasti-
schen Integralen

t
= / Xy(w)dM,(w), tel, wel,
0

i.a. nicht moglich.

1.1 Integral fiir einfache Prozesse

Definition 1. X einfach, falls

Xi(w) = &o(w) - Ly (¢ +Zfz gt i1 (0) (1)

mit
0:t0<t1<..., llth:OO

1—00

Im folgenden Adaptiertheit und Martingaleigenschaft stets bzgl. dieser Filtration.
2Insbesondere fiir M = W.
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und Zufallsvariablen &; auf (2,2, P), so da8

sup sup |&;(w)| < oo
weN €Ny

und
VieNy: & §i-meBbar.

Bez.: £y Vektorraum der einfachen Prozesse. Stochastisches Integral von X gem. (1)
bzgl. M auf [0, t]:

Z& (M, (W) = My, (w)) + &n(w) - (Mi(w) — M, (w)),

falls t € [t,, tos1]-

Also kurz
L(X) = Z & - (Mt/\ti+1 — Mins,)-

i€Np
Lemma 1. Sei A = (A;)es stetig und wachsend. Dann sind dquivalent
i) VO<s<t: E(M —M)?*|Fs) =E(A — A |Ts),
(ii) A= (M).

Beweis. ,(ii) = (i)“ siche Beweis von Satz I.11.
,(1) = (ii)“: folgt aus

E<Mt2 |38) - M52 = E((Mt - MS)2 ‘ 38) = E(At ’33) — A
und der Eindeutigkeitsaussage fiir die Doob-Meyer-Zerlegung von M?2. O]

Proposition 1.

(i) I;(-) ist wohldefiniert und linear auf £o,

(i) fir X € £y gilt ([;(X))ies € MS und?

X)), = /Ot X2d(M
E(I(X)*)=F (/Ot X? d(M)u> .

3Das rechts stehende Integral ist pfadweise definiert.

(iii) fir X € £ gilt
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Beweis. ad (i): klar.
ad (ii): Fiir 0 < s <t und i € Ny gilt*

E(gl : (Mt/\ti+1 - Mt/\ti> "SS) = él : (Ms/\ti+1 - Ms/\ti)-

Hiermit folgt die Martingaleigenschaft von I(X), und jetzt ist klar: I(X) € 905.
Durch .
A = / X2d(M),

0
wird offenbar ein wachsender stetiger Prozef definiert. Zu zeigen bleibt die Martingal-
eigenschaft von I(X)? — A. Gelte s € [ty_1,tm| und t € [t,,, ty1], also m — 1 < n.
1. Fall: m — 1 < n. Dann

It (X> - Is (X>

n—1

= &m-1 - (M, — M) + Zfz‘ F(Myyy — My) + & - (M — My,).

=m

Gelte 0 < s <t <wu < vund sei Y beschriankt und §,-mefibar. Dann
E(Y - (M, - M,) - (M, — M,)|F.) = 0.

Mit Lemma 1 folgt

B E<£731—1 (M, — M5)2 + 2512 ) (Mti+1 - Mti>2 + 5721 (M — Mtn)Z | SS)
= B( & () = 00+ T (M) = O1)) + € (1) - 0,15,
= e [ xtaon.s.) = B - a5 2)

Wende nochmals Lemma 1 an.
2. Fall: m — 1 = n. Einfacher.
ad (iii): Wahle s = 0 und integriere (2). O

1.2 Fortsetzung des Integrals

Wir definieren zunéchst I fiir eine Klasse von Prozessen, die £y umfafit, wobei insbe-
sondere die Eigenschaften aus Proposition 1 erhalten bleiben.

Betrachte das durch

() = [ [ 1a(w) d (o) dP)

4Fallunterscheidung; siehe auch Ubung 3.2.
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definierte® MaB® iy auf (I x Q,B(I) @ A). Im Spezialfall M = W erhélt man
Hw = A ® P7
wobei A das Lebesgue-Maf3 bezeichnet.

Definition 2. Sei X mefibar und adaptiert. Setze”

gz = 2 ([ xzaon)

o0

[X]=> 27" (AA[X]).

sowie

Bezeichne mit £ = £(M) und £* = £*(M) die Vektorrdume der (p-Aquivalenzklas-
sen von) mefibaren adaptierten bzw. progressiv mefibaren Prozesse X mit [X]; < oo
fir alle t € I.

Klar
£ C £c L.

Wir betrachten fortan stets die durch [X — Y] definierte Metrik auf £.

Lemma 2. Sei X mefbar, adaptiert und beschriankt durch ¢ > 0. Dann existiert eine
Folge (X ("))neN von durch ¢ beschriankten Prozessen in £y mit

n—oo

t
Viel: limE(/ (Xu—XqS”))Qdu> = 0.
0

Bewezs.

1. Fall: X stetig. Interpolation durch Treppenfunktionen, Lebesguescher Grenzwert-
satz.

2. Fall: X progressiv mefibar. Setze®
sAt
Vo) = [ Xu)du,  Zw) =m0 () ~ Vi ympole)
0

fir m € N. Es gilt: Y, Z0™ sind stetig, adaptiert, und damit progressiv mebar, und
Z™) ist beschriankt durch ¢. Der Lebesguesche Differentiationssatz sichert
VweQ: < lim Z™(w) = X.(w) A-f.s.) :

und deshalb
lim 2™ = X \® P-fs.

m—00

Suar ist wohldefiniert, siehe Génssler, Stute (1977, Kap. 1.8) oder Ubung 8.2.

6 Previsible o-Algebra P C B(I) ® A: erzeugt von Mengen der Form |s,t] x B mit B € ;s sowie
{0} x B mit B € §y. Einfache Prozesse sind B-mefibar; PB-mefibare Prozesse sind progressiv mefibar.
Siehe Irle (1998, p. 170). Doléans-Maf: Einschrinkung von pps auf .

[X]; ist Ly-Norm von 1jg 4 - X bzgl. puns.

8Notation: V fiir max.
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Mit dem Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt

t
lim F (/ (X, — qu’"))?du) = 0.
m—0o0 0

Approximiere Z(™ geeignet gemsfl Fall 1.).

3. Fall: X mefibar, adaptiert. Wir zeigen, dafl Y wiederum adaptiert ist. Jeder Prozefl
X wie oben besitzt eine progressiv meflbare Modifikation X, siehe Karatzas, Shreve
(1999, Prop. 1.1.12). Wir zeigen, daf durch

. SAE
Yi(w) = / Xy (w) du, sel,
0

eine Modifikation des oben definierten Prozesses Y gegeben ist. Betrachte den adap-
tierten mefibaren Prozef3

ns(w) =1y 25, W), sel.

Es gilt

t t t _

E (/ 'r]udu) :/ E(n,) du :/ PH{X, # X.,})du=0

0 0 0

und somit .
P ({/ nudu:O}) =1
0

Weiterhin

{Ys#f@}c{/otnudu>0}-

Also ist Y eine Modifikation von Y, und unter den iiblichen Voraussetzungen ist mit
Y auch Y adaptiert. Fahre fort wie im 2. Fall. O

Proposition 2. Fiir P-f.a. w sei (M).(w) absolutstetig bzgl. A\. Dann liegt £y dicht
in £.

Beweis. Sei X € £.

1. Fall: X beschrinkt. Sei (X)), en gemi Lemma 2 gewihlt. Dann ex. eine Teilfolge
(X)) ey und eine Menge A € B(1) @ A mit

Vtw e IxD\A: lim X™ (W) = X,(w)

k—o00

und

(A® P)(A) =0.
Es folgt pp(A) = 0, und der Lebesguesche Grenzwertsatz zeigt

lim [X — X™)], =0

k—o0

fiir allet € I.
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2. Fall: X beliebig. Lokalisation. Setze

Xt(k) :Xt'1{|Xt|§k}> tel, keN.
Es gilt
#MX—XWh:O
Approximiere die beschrinkten Prozesse X *) gem. Fall 1. O

Proposition 2 ist insbesondere im Falle M = W anwendbar. Allgemein gilt:
Proposition 3. £, liegt dicht in £*.
Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 135-137). ]
Definition 3. Fiir Y € 95 sei

Y[l = B, tel

sowie

Y= 27 (LAY ]
t=1

Beachte: fiir Y € 9 ist ¢ — E(Y;?) monoton wachsend. Wir identifizieren im folgen-
den ununterscheidbare Elemente aus 9015.

Proposition 4. 915 ist ein vollsténdiger metrischer Raum bzgl. der durch (Y, Z) —
|Y — Z|| definierten Metrik.

Beweis. Ubung 8.4. O

Wir betrachten fortan stets obige Metrik auf 915.

Satz 1. Die in Definition 1 eingefiihrte lineare Abbildung
I:Ly— MG

148t sich eindeutig zu einer linearen Abbildung
I: g5 — Mg

mit
viel: [I(X)[.=[X] (3)

fortsetzen. Es gilt wiederum

(T(X)), = / X2 d(M),
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Beweis. Zu X € £* wihle man gemif Proposition 3 eine Folge (X ™), ey in £y mit
lim,, o0 [X — X™] = 0. Proposition 1 zeigt

[7E0) = X = 1E = X)) = (X0 - X0,

so da8 Proposition 4 die Existenz des Grenzwertes lim,, .o, 1(X®) in 9 sichert. Wir
definieren
I(X) = lim I(X™)

n—oo

und halten fest, daB I(X) nicht von der Wahl der approximierenden Folge (X ™), cx
abhéngt. Die Linearitét von I sowie (3) sind klar. Ebenso die Eindeutigkeit der Fort-
setzung.

Gelte 0 < s < t und sei A € §,. Man erhilt’ unter Verwendung von (2)

/(It(X) — I(X))*dP = lim [ (L(X™) - L,(X™))*aP
A

n—oo

:JLHSOALt(Xén))Qd<M>udP
_ /A / (X2 (M), dP

E((L(X) - L(X))*|3.) = B (/ X2d m)

Also gilt auch fir X € £*

Wende Lemma 1 an, um (I(X)); = fot X2 d(M), zu erhalten. O

Definition 4. Fiir X € £* heifit (I;(X))wesr das stochastische Integral (Ito-Integral)
von X bzgl. M. Bez:

t
L(X) =IM(X) :/ X, dM,.
0
Bemerkung 1. Unter den Voraussetzungen von Proposition 2 gilt Satz 1 mit £ statt

£*, so dal das stochastische Integral auf £ erklért ist. Die in beiden Féllen giiltige
Beziehung (3) heifit [to-Isometrie.

Bezeichne mit P* = P*(M) den Vektorraum der (jn-Aquivalenzklassen von) pro-
gressiv meffbaren Prozessen X mit

t
Vtel: /Xﬁd(M)u<oo P-fs.
0

Klar
Lo C L C m*

und
X stetig, adaptiert = X €.

9Aus Z, — Z in L, folgt E(1p - Z%) — E(1p - ZP).
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Es gilt £*(W) # PB*(W), siehe Ubung 9.1.b.
Ziel: Fortsetzung des stochastischen Integrals auf *. Methode: Lokalisation.
Im folgenden: X € *. Fiir Stoppzeiten 1" sei

nﬂ:{&,mmth

0, sonst.
Lemma 3. Fiir Stoppzeiten S, T gelte X, X(T) ¢ £* Dann folgt fiir t € I
]tAS/\T(X(T)> = ]t/\S/\T(X(S))'

Beweis. Fur

gilt
t
<Z>t :/ (X’IST) _Xl(LS))Q d<M>u
0
und somit
Mit Ubung 4.2 folgt
Zt/\S/\T =0.

Betrachte!® Stoppzeitenfolge (T},),en mit
(i) VneN: T,<T,,
(ii) P-fs. lim, o T, = o0,
(i) Vne N: X ¢ gx
Zut eI und w € {lim, .o T, = oo} wihle man n € N mit T,(w) > t und setze
L(X)(w) = L(XT))(w).
Lemma 3 sichert die Unabhéngigkeit von der Wahl von n und der Stoppzeitenfolge.

Definition 5. Fir X € P* heiflt ([(X)):er das stochastische Integral (Ito-Integral)
von X bzgl. M. Bez. wie oben.

Bemerkung 2. Auf diese Weise: Fortsetzung des stochastischen Integrals auf *;
I(X) ist stetig und adaptiert mit Io(X) = 0. Ferner Lizr, (X) = Liar, (XT), also

I, (X) € 9.

Es gilt jedoch i.a. nicht I(X) € 9, sieche Ubung 9.1.b. Siehe auch Karatzas, Shreve
(1999, p. 36).

10Existenz: Ubung 9.1.a.
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Definition 6. Adaptierter Prozef (Xi)ier lokales Martingal, falls Stoppzeitenfolge
(T})nen mit (i) und (ii) existiert, so dal X,y Martingal fiir n € N.

Also ist I(X) fiir X € PB* ein lokales Martingal. Siehe Karatzas, Shreve (1999, Sec.
3.2.D) zur Integration bzgl. stetiger lokaler Martingale.

Beispiel 1. Wir bestimmen

t
/ W, dW,,
0

also X = M = W. Vorab: W ist progressiv mefibar, und es gilt

t t
[W]?:E(/ Wjdu) :/ udu = 3t?.
0 0
Dies zeigt: W € £*.

Firn € Nund i € Ny sei t; = tg") =1/2" - t. Setze
W =W, falls u € Jt;, tig],

sowie Wo(n) = Wp. Offenbar gilt W™ € £ und W ist von der Form (1) aber nicht
einfach, da nicht beschrénkt. Aus

i—1 tj .
(W —w™)” = > " E(W, =W du =i-Lt/2")? = ——
ti . w u 2 22n+1
Jj=0""%

folgt
lim [W—w™] =0

n—oo

und weiter gem. Satz 1
lim |[I(W) = 1(W™)]|, = 0.

n—oo

Mittels Lokalisation zeigt man'!

2" -1 2" -1
It(W(n)) - Z Wti ) (Wti+1 - Wti) = % ) (Wt2 - (Wti+1 - Wti)2> : (4>
1=0 i

SchlieBlich zeigt Ubung 6.1

on—1 2
lim E( Wiy — Wa,)? — t) =0.

n—oo
Fazit

0

"Beachte a(b —a) = 1((b? — a?) — (b — a)?).
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Bemerkung 3. Betrachte Zerlegungen m,, = {t(()m), L tm )} mit

0=t <. < tlm =1, lim ||| = 0.

Kurz: t; = tl(m). Wihle A € [0, 1], setze

(2

Dann!?

m—1 2
nlLLH(l)oE <Z WTi ) (Wti+1 - Wtz) - (%Wf + (>\ - %)t)) = 0.
=0

Bei obiger Approximation des Ito-Integrals gem. (4): A = 0; genau diese Wahl fiihrt
auf ein Martingal. Beim Stratonovich Integral wihlt man \ = %; dann ergibt sich die
Analogie zu

/0 f(s)df(s) = L72(t)
fiir f € CY([0,4]) mit f(0) = 0.

Satz 2. Gelte M, N € M und X € £*(M) sowie Y € £*(N). Dann folgt

t
(IM(X), IN(Y)), —/ X, Y, d{M,N),, tel.
0
Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 144). Im Spezialfall M = N: Ito-Isometrie.
]
Satz 3. Sei M € M3, X € £5(M) und
t
0
Ferner sei Y € £(N). Dann: XY € £*(M) und
t t
/ Y, dN, :/ X,Y,dM,,  tel.
0 0
Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 145). O
2 Die Ito-Formel
Wir betrachten Prozesse X der Form
Xt:X0+Mt+Bt, tEI, (5)

wobel

12Karatzas, Shreve (1999, p. 148)
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(i) Xo Fo-meBbar,
(il) M = (M;)ier € IS,

(i) B = (Bi)ier adaptiert, stetig mit By = 0 und von beschriankter Variation auf
jedem kompakten Intervall.

Bemerkung 4. Prozesse der Form (5) sind spezielle stetige Semimartingale.'® Obi-
ge Zerlegung ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit, siche Ubung 9.2. In zeit-
kontinuierlichen Finanzmérkten werden Preisprozesse in der Regel als Semimartingale
modelliert.

Beispiel 2. Mit N € M5, Y € £5(N), Z progressiv mebar und lokal Lebesgue-
integrierbar:

t t
X :X0+/ YudNu+/ Zy du.
0 0
Bez.: Ito-Prozefs.

Satz 4. Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar und sei X von der Form (5).
Dann folgt

f(X) = f(Xo) /f ) dM, +/f +§/Otf”(Xu)d<M>u, tel.

Beweisskizze. Vorab: Fiir k = 1,2 sind die Prozesse f*) o X stetig und progressiv
mefibar. Die Lebesgue-Stieltjes Integrale bzgl. dB, und d(M),, sind pfadweise wohl-
definiert.

Betrachte Zerlegung 0 =ty < - -+ < t,,, = t von [0, t]. Taylor-Entwicklung

NE

f(Xt> - f(XO) f(th) - f(thfl)

k=1

f,(tha) ’ (th - th 1 + % Z f” th th71)27

1 k=1

NE

£
Il

wobei 7 (w) zwischen X;, | (w) und X;, (w). Unter geeigneten Beschranktheitsvoraus-
setzungen konvergiert die erste Summe im Quadratmittel gegen

/f dM+/f

und die zweite Summe gegen
t
/ f//<X
0

13 Allgemeiner: stetige lokale Martingale M. Bzgl. Semimartingalen kann man sinnvoll das stocha-
stische Integral erkléren.
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Letzteres ist plausibel, da B glatter als M ist. Etwas genauer: fiir jede Zerlegung m
wie oben gilt

2
VP(Bim) < sw |By, =By, |-V (Bim) < (VU(Bim))

Nach Voraussetzung gilt

VweQ 3K>0: supV(B;m)(w) < K.

Wir nehmen an, dafl

3K >0: sup sup‘/;(l)(B;w)(w) < K.

weN T

Dann sichert der Lebesguesche Grenzwertsatz

lim E (Vt@)(B; wn))2 ~0

fiir alle Folgen von Partitionen mit lim, . ||7,|| = 0. Im allgemeinen Fall: Lokalisa-
tion. Details bei Karatzas, Shreve (1999, p. 149-153). ]

Beispiel 3. Wihle f(z) = 2% X = M =W und B = 0. Dann'!
¢
W :/ 2W, dW,, +t.
0

Bemerkung 5. Man verwendet oft die symbolische Kurzschreibweise

df(Xy) = f'(Xe) dMy + f'(Xy) dBy + 5 f"(Xy) d(M),
= f'(Xy) dXy + 5 f"(Xy) d(M),

fiir die Formel aus Satz 4. Zum Vergleich die Kettenregel der klassischen Differential-
rechnung:

df(Xt) — f/(Xt) dXt
Man schreibt kurz [ Y dX fir [V dB+ [Y dM.

Satz 4 enthélt die Grundversion der [to-Formel. Allgemeinere Varianten, deren Be-
weise dhnlich wie der oben skizzierte verlaufen, lauten wie folgt.

Satz 5. Sei f: I x R — R mit stetigen partiellen Ableitungen
ft:f(LO)v fx:f(0’1)7 fxx:f(oyz)

und sei X von der Form (5). Dann folgt
t t t
f(t, Xy) =f(0, Xo) +/ fi(u, X,) du+/ fa(u, Xy) dMu—i-/ fo(u, X)) dB,
0 0 0

t
+3 / Fowlu, X)) d(M),, tel
0

14Die Berechnung von fot W, dW, ist jetzt ein Einzeiler, vgl. Bsp. 1
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Nun zur Ito-Formel fiir R%wertige Prozesse X, die komponentenweise von der Form
(5) sind. Betrachte Abbildungen f : I x R? — R mit stetigen partiellen Ableitungen

FO0mit0e Ng,  fO mit a € N und |of < 2.
Die Bezeichnungen f;, f,, und f;,,, sind kanonisch. Gelte
X0 = x + M + BY, tel ie{l,....d},

so dafl X' © To-meBbar, M@ ¢ s, BO) stetig, adaptiert mit beschrénkter Variation
auf beliebigen kompakten Intervallen und Béz) = 0.

Satz 6. Unter obigen Voraussetzung gilt

£t X0) =£(0, Xo) + / fulu, X,) du
d t d t
D] FATR STLTIES oy FACESELS
- i—1 /0

+1 Z/fm]uX d(MD, MDY, tel

i,7=1

Satz 7 (partielle Integration).
t

xMoxP =xM-x§ / XWaxe / X@axW 4 (MO M@y, tel
0

Beweis. Tto-Formel mit f(t, 21, z) = x1 - 2. O

3 Die geometrische Brownsche Bewegung

Literatur:

Irle (1999, Kap. 8),
Bingham, Kiesl (1998, Chap. 4.6).

Fir o € R und o, sy > 0 definieren wir f : [ x R — R durch
ft,x) = so-exp(at+ox).

Sei W eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startwert 0. Setze S; = f(t, W,),
also
Sy = so-explat+oW,), tel.

Ubung 6.2 behandelt den Spezialfall « = 0 und o = 1.

Definition 7. Der oben definierte Proze§ S = (S;):es heiit geometrische Brownsche
Bewegung mit Startwert sy und Volatilitit o.
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Fortan: S geometrische Brownsche Bewegung.
Anwendung der Ito-Formel fiir X = M =W und B = 0:

t t t
St—So—i-oz'/ Sudu+0~/ Suqu+%a2'/ S, du
0 0 0

t t
:SO‘F(OWF%UZ) / Sudu+0'/ Sy dWy. (6)
0 0

Also 16st S die stochastische Integralgleichung (6).

Bemerkung 6. Black-Scholes-Modell: ein zeitkontinuierliches Finanzmarktmodell
mit zwei Basisgiitern!®

(i) eine festverzinsliche Anlage (,bond*) mit kontinuierlicher Verzinsung bei fester
Zinsrate p > 0,6

(i) eine ,Aktie“, deren Preisprozefl eine geometrische Brownsche Bewegung ist.

Lemma 4.

S Martingal & a= —%O‘2.

Beweis. Klar: S € £, so daB I(S5) gem. Satz 1 ein Martingal ist. Beachte, da8 f(f Sy du
einen stetigen, wachsenden, strikt positiven Prozef definiert, der somit kein Martingal
ist. O

Definition 8. Drift der geometrischen Brownschen Bewegung S
n=ao-+ %02.
Lemma 5. Fiir t € [ gilt
E(S;) = sq - exp(ut), Var(S;) = s§ - exp(2ut) - (exp(o”t) — 1).
Beweis. Mit Satz 1 oder elementar. O

Lemma 6. Die relativen Inkremente (S; — S5)/Ss, 0 < s < t, sind unabhéngig von
§s und stationér. Die returns S;/Ss sind lognormalverteilt.

Beweis. Verwende (S; — Ss)/Ss = exp(a (t — s) + o (W — Wy)) — 1. u

Das Donskersche Invarianzprinzip &8t sich auf die geometrische Brownsche Bewegung
iibertragen. Wir verwenden die Bezeichnungen und Annahmen aus Abschnitt 11.2.3.
Hier nur der Martingal-Fall mit so = 1. Definiere H : C(I) — C(I) durch

(H[)(t) = exp(—5 0%t + 0 f(1)).

Dann konvergiert H P, schwach gegen HP,; Beweis Ubung 10.4. Klar: HP, ist die
Verteilung der geometrischen Brownschen Bewegung mit Startwert 1, Drift 0 und
Volatilitit o, und HP, ist die Verteilung von S™ = HX ™.

15Giche Beispiel 1.2.
16 Also Preisverlauf ¢ — c - exp(pt); OBdA ¢ = 1.
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Es gilt
St(n) (w) = exp(—% o*t+o Xt(") (w))

und fiir ¢ € [k/n, (k+1)/n] mit k € Ny

—%UthLaXt(") = Z

%@j — 5 0% /Vn) + (tvn —k/v/n) - (g1 — 50°/v/n).

Somit

s = TTew (a6t ()"

j:]. N /

Klar: fiir jedes n € N sind Y™, Y™, ... iid.
Spezialfall: §; zweipunktverteilt. Dann ist 5’,(;}3“ k € Ny, der Aktienpreisprozefl in
einem Cox-Ross-Rubinstein-Modell, siche Beispiel 1.7. Im Falle P({{; = +0}) = 3

nimmt Yj(n) jeweils mit Wahrscheinlichkeit 3 die Werte

exp(£0/ Vi) - exp(—L 02 /n)

all.
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Kapitel 1V

Stochastische
Differentialgleichungen

Literatur:

Karatzas, Shreve (1999, Chap. 5),
Rogers, Williams (2000, Chap. V),
Arnold (1973, Kap. 6-10),
Friedman (1975).

Die Integralgleichung (II1.6) fiir die geometrische Brownsche Bewegung wird symbo-
lisch in Differentialform

dSt:/L'Stdt—i—O"Stth, S():So,

geschrieben. Man verwendet allgemein stochastische Differentialgleichungen zur De-
finition von Diffusionsprozessen, insbesondere von Preisprozessen in zeit-kontinuier-
lichen Finanzmarktmodellen. Im folgenden: I = [0, ool.

1 Losungsbegriffe, Existenz und Eindeutigkeit

Gegeben: Borel-mefibare Abbildungen

und

wobei d,r € N, sowie!

(a) Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) und darauf

(b) r-dimensionale Brownsche Bewegung W bzgl. ¥ mit Startpunkt 0,

IExistenz fiir jede vorgegebene Verteilung von &: Produktraum.
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(c) Ri-wertiger Zufallsvektor £, unabhingig von .

Fir ¢t € I sei
&, =c({{FU{W,:0<s<t}),

N das System der Nullmengen bzgl. (2, &, P) und
3} = U(@t U ‘ﬁ)

Wir betrachten im folgenden den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, §o, P) und halten fest:
die Filtration § erfiillt die {iblichen Voraussetzungen, und W ist auch bzgl. § eine
Brownsche Bewegung. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 285) und vgl. Abschnitt 11.3.4.

Definition 1. Ri-wertiger Proze X = (X;)ic; auf (2, Foo, P) heifit starke Lisung
der stochastischen Differentialgleichung

dXt = ILL(t,Xt) dt—|— U(t,Xt) th (1)

mit Anfangsbedingung
Xo=¢ (2)
(basierend auf (2,2, P), W und &), falls

(i) X adaptiert an §,
(ii) X besitzt stetige Pfade,

(iii) furallei=1,...,d,7=1,...,7r und t € I gilt P-fs.
t
/0 (|,u2-(s,Xs)| + O'ij(S,Xs)) ds < oo,
(iv) firallei =1,...,d und t € I gilt?

. . t : t j
RS NS S
0 j=1 0

Man bezeichnet® pu als Driftkoeffizienten, und o als Diffusionskoeffizienten der Glei-
chung (1).

Beispiel 1. Betrachte die Langevin-Gleichung
dXt:MXtdt+0th (3)
mit Startwert x € R. Hier: r =d =1, p € R und o > 0. Setze

XV =exp(ut) =1 +exp(ut) -1, MY =0,
e e

="

2Kurz: vektorwertig X; = & + fot w(s, Xs)ds + fot o(s, Xs)dWs.
3Bezeichnung nicht einheitlich.
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und ,
X® =z 4 a/ exp(—pu s) dWs, BY =o.
0

. S

Partielle Integration (Satz I11.7) liefert

t t
XV xP =z / X®dBW + / XM dm®.
0 0

Es gilt
t t t
/ X2 aBlM = / XP .y exp(ps)ds = u/ X2 . xWgs,
0 0 0

und Satz II1.3 zeigt*
t t
/ XM dm® = / XW .o exp(—ps)dW, = o W,.
0 0
Fazit: X = XM . X® 16st die Integralgleichung

t t
Xt:a:+u/ Xsds—i—a/ dWs.
0 0

Offenbar ist Y eine starke Losung von (3) mit Startwert x. Der Prozef X heifit
Ornstein- Uhlenbeck- Prozefs.

Definition 2. Fiir x4 und o gilt® die starke Eindeutigkeit, falls fiir jede Wahl von
(a)—(c) und alle hierauf basierende starke Losungen X und X von (1), (2) gilt

X und X sind ununterscheidbar.

Beispiel 2. Die Losung der Langevin-Gleichung ist stark eindeutig bestimmt®. Be-
trachte ndmlich zwei starke Losungen X und X, gemeinsam basierend auf (2,2, P),
W und £ und setze A = X — X. Offenbar besitzt A P-fs. stetig differenzierbare Pfade.
Es gilt fiir P-f.a. w € Q die gewohnliche Differentialgleichung

d
@At(w) = - Ay(w)

mit der Anfangsbedingung
AQ (w) =0.

Es folgt A =0 P-fs.
Lemma 1 (Gronwall). Fiir a, g : [0,7] — R gelte: « integrierbar, g stetig und

Viel0,T]: g(t) < a(t)+ﬁ/0 g(s)ds

mit einer Konstanten 8 > 0. Dann

Viel0,T]: g(t) <a(t)+ ﬁ/ota(s) -exp(f (t — s)) ds.

4Alternative: Verwende Ubung 9.4 und die Definition des stochastischen Integrals.
®Man spricht auch von starker Eindeutigkeit der Lésung von (1).
SGenauer: fiir (t,x) — pz und (t,z) — o gilt die starke Eindeutigkeit.
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Beweis. Fiir h(t) = exp(—ft) fotg(s) ds gilt

H(t) = exp(=31) - (g<t> - [ 9(s) ds) < exp(—=B1) - a(t).

Also . .
h(t) = / h'(s)ds < / exp(—0s) - a(s)ds
0 0
und somit . .
/ g(s)ds < / a(s) -exp(B(t —s)) ds.
0 0
0
Wir bezeichnen mit ||-|| beliebige Normen auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen V.

Definition 3. Lokale Lipschitzbedingung (bzgl. der Zustandsvariable) fiir Abbildung
f:IxRI =V

Ve>0 3K>0 Vtel, z,yeR:
max(||zl|, [lyl]) <ec¢ = [f{t.z) = fL, 9] < K- |lz -yl
Satz 1.

Lokale Lipschitzbed. fiir y und ¢ = starke Eindeutigkeit fiir 4 und o.

Beweis. Hier: r = d = 1. Der allgemeine Fall: Ubung.

In einer Situation (a)-(c) seien X und X starke Losungen von (1), (2). Betrachte
die Stoppzeiten

S, =inf{t € I : max(|X"],|X?)>n}, neN,

siche Proposition 1.5.(ii), sowie die durch

2
g(t) =B X% — X0 | . tel

definierten stetigen Funktionen.

Setze

2=tAS,, 0y =p(u, XY = plu, XP), A, =oc(u, X)) —o(u, X?).

Dann p z
e L
0 0
und
) 2 2 z 2
X0 - x < 2| [T 42| [Cavam,
0 0
Weiter

2

du

/ 0y du
0

2 z 2 z t
< (/ léuldu) < z~/ 16| du < Klt'/ ‘XSA)S” _Xl(j\)sn
0 0 0
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mit einer nur von n abhingigen Konstanten /K7 > 0. Es gilt
Lins, (A) = L(A)  fir  Au(w) = Au(w) - Liucs, )
siehe Karatzas, Shreve (1999, (3.2.24) und p. 147) und vgl. Lemma III.3. Deshalb

liefert die Ito-Isometrie
2 t z
:E(/ Agdu) :E</ Azdu>.
0 0

/ A, dW,
0
Schliefllich

/AidugKg-/ XV — XO du < K, - /)Xf}}s - X9
0 0

mit einer nur von n abhéngigen Konstanten K, > 0. Zusammenfassend: mit K =
max (K, Ky) erhilt man

E

2

du

gn(t) <2K - (1+1)- /Otgn(u) du.

Gronwalls Lemma liefert g, = 0, d.h. Xf/l\)sn Modifikation von Xt(Ag

Da lim,, . S, = oo, folgt aus

P{x=xPH) = P ({x0k = X% fnisa= 1)) = PUS 2 D)),
da XM und X® ununterscheidbar sind. O]
Beispiel 3. Starke Eindeutigkeit fiir die Gleichungen

dXt:MXtdt+Uth,
dXt:/,LXtdt+UXtth

Definition 4. f: [ x R? — V erfiillt eine

(i) globale Lipschitzbedingung (bzgl. der Zustandsvariable), falls

dK>0 Vt€[7 ZL‘,yERdZ ||f(t7$)_f(tay)” S[(Hx_yH?

(ii) lineare Wachstumsbedingung (bzgl. der Zustandsvariable), falls
JK>0Vtel, zeRY: |f(t,z)> < K- (1+|z]?).
Satz 2. In jeder Situation (a)-(c) gilt

E|€|I> < oo A globale Lipschitz- und lineare Wachstumsbedingung fiir ¢ und o
= Existenz einer starken Lsg. von (1), (2).

Ferner existiert fiir alle 7" > 0 eine Konstante C, die nur von 7" und den Lipschitz-
und Wachstumskonstanten von p und o abhéngt, so daf3

Viel0,T]: EIX|*<C-(1+E|¢)?) - exp(C). (4)
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Beweis. Hier: r =d = 1.
Picard-Lindelof-Iteration: setze X (© = ¢ und fiir k£ € N,

t t
X£k+1>:§+/ u(s,X§k>)ds+/ o(s, XI)dw,, tel
0 0

Man zeigt induktiv unter Verwendung der linearen Wachstumsbedingung: X ® ist
wohldefiniert, stetig und erfiillt X*) € £* sowie fiir T > 0

3C>0 VkeN vVielo,T]: E[XP<C-1+E[P) expCt). (5)

siche Karatzas, Shreve (1999, p. 388).

. P-fs. konvergiert (X®),cy gleichméBig auf jedem Kompaktum. (6)
Betrachte .

B = [ (s, X1 — s, XL0)) s
und O

S

t
M® = / (O‘(S,X(k)) - O'(S,X(k_l))) dWs.
0

Klar: M®) € 9.
Wir verwenden eine Momentenungleichung fiir Martingale, siehe Karatzas, Shreve
(1999, p. 166): fir p > 0 existieren Konstanten Ay, Ay > 0, so daB fiir jedes M € M
gilt”

Vtel: A -E(MY)<E (max ]MS|2”) < Ay - E((M)D).

0<s<t

Zusammen mit Satz II1.1 und der Lipschitz-Bedingung zeigt dies
t
k))2 k k—1)y)2
E <31§1?%<t (MS( )) > <Ay-E </0 (0(5,X§ ) — (s, X! ))) ds)
t
<MK - F (/ (X — Xs(kfl))2 ds) .
0

Weiterhin
t

2
(B") <t / (1(s, XB) = (s, X1 ds
0
t
< Kyt / (X® — XF=0)? g,
0
Fixiere T' > 0, setze L = 2 max (K7, K») (A2 + T'). Dann gilt fiir ¢ € [0, 7]

E (max (X§k+1) - Xs(k))z) <2F (maX (Ms(k))z) +2F (max (ng))z)

0<s<t 0<s<t 0<s<t

t
<L-E (/ (X®) — x =1y ds) :
0

" Allgemeiner fiir Stoppzeiten.
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Fiir
m _ )
C*"= max F (X §>

0<t<T

gilt C* < 0o wg. (5) und F(£?) < oo. Induktiv folgt

(k+1) (k) . (L)
E (grgsaé (X XM ) <C o (7)
und dies ergibt
ALT)*
0<s<T k!

Das Borel-Cantelli-Lemma sichert die Existenz von Q* € § und N : Q@ — N mefibar
mit P(2*) =1 und

Vwe Vn>Nw): max |[XFH - XP|<1/28

0<s<T

Hiermit folgt die Konvergenz (6).

Mit X (w) bezeichnen wir den stetigen Grenzwert in Fall w € Q*, andernfalls sei
X (w) = 0. Dies ist die gesuchte Losung.

Genauer: Wir verifizieren die Forderungen aus Deﬁnition 1.

ad (i): 1o+ X® definiert eine Modifikation von X ® die wiederum adaptiert ist® und
punktweise gegen X konvergiert. Also ist X adaptlert.

ad (ii) : klar.

ad (iii) : Zunéchst erhélt man (4) mittels (5) und dem Fatouschen Lemma. Die lineare
Wachstumsbedingung liefert (iii).

ad (iv): Die Lipschitz-Bedingung liefert fiir jedes t € I

¢ t
klim (s, XY ds = / w(s, Xs)ds P-fs. (8)
Da (Xt(k))keN geméf (7) eine Cauchy-Folge in Ly(P) ist, folgt

2
lim B (X - x,)" =0,
Zusammen mit (5) und dem Fatouschen Lemma ergibt sich

sup B(X;) < sup liminf B <(Xs(k))2> < sup sup E((Xt(k))z) < 00.

0<s<t 0<s<t k—oo 0<s<t keN

Aufgrund der Ito-Isometrie und der Lipschitzbedingung gilt

E (/Ot (0(s, XH)) = (s, X,)) dWs> —E (/Ot (o(s, XP) — o(s, X,))” ds)

t
< K-/ E(X® - x,)" ds.
0

2

8Hier gehen die iiblichen Voraussetzungen ein.
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Man erhalt

£&E<A%d&X@)—d&XMdWQ2:O (9)

Kombiniere (8) und (9), um (iv) zu erhalten. O

Beispiel 4. Sei X eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startwert 0 auf
(Q,2(, P). Die zugrundeliegende Filtration & = (&,);cs erfiille die iiblichen Vorausset-

zungen. Definiere
1 >0
o(x) = v :
-1 <0

sowie

Es gilt W € 95 mit
t
(W) = / o (X,) d{X), =t.
0

Nach der Lévyschen Charakterisierung der Brownschen Bewegung, siche Ubung 10.1,
ist W beziiglich & eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startwert 0.

Satz I11.3 zeigt
X, = /ta(Xs) o(Xs)dX, = /tU(XS) dW.
Also ,16st* X die stochastis(z:he Differentialgleichurfg
dX; = o(X;) dWy, Xo = 0. (10)

Genauer: konstruiere zu W und £ = 0 auf (2,2, P) die Filtration § wie anfangs dieses
Abschnittes beschrieben. Dann

X starke Losung von (10) basierend auf (€2,2(, P), W und &
< X an § adaptiert.

Wir wissen jedoch nur va C &, und somit §; C &,, sowie StX C &,.
Es gilt in jeder Situation (a)—(c), da (10) keine starke Losung besitzt.

Annahme: beliebiger Prozefl X sei starke Losung von (10). Die Lévysche Charakteri-
sierung zeigt, da X Brownsche Bewegung bzgl. § ist, und es gilt’

¢
1
Wy = / o(Xs)dXs = |Xy| — liné 2—)\{3 € [0,t] : | X, <€} P-fs.,
0 ehet

siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 205). Also
G

und deshalb
X3 co@Mum,

wobei 91 die Menge der Nullmengen in (€, §, P) bezeichnet. Also ist X nicht starke
Losung von (10).

9Lokalzeit der Brownschen Bewegung in 0.
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Definition 5. Ein Tripel ((©2,2, P), §, (W, X)) heiit schwache Lisung einer stocha-
stischen Differentialgleichung mit Driftkoeffizient p und Diffusionskoeffizient o, falls

(i) (2,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum, § = (§¢):es Filtration in 2, die den tiblichen

Voraussetzungen geniigt,
(ii) W Brownsche Bewegung bzgl. §,
(iii) Forderungen (i)—(iv) aus Definition 1 sind erfiillt mit £ = X.
Bemerkung 1. Schwache Losung in Beispiel 4: ((2, 2, P), (&)er, (W, X)).

Gegeben: (QF,2°, P*), W*, und & mit den Eigenschaften (a)—(c) fiir £ = 1, 2. Betrachte
die Verteilungen P, von starken Losungen X* auf (C(1)%, (B(C(1)))4).

Satz 3.

PL =P% A EY€'* < oo A glob. Lipschitz- und lin. Wtumsbed. fiir g und o
= P)l(1 — P)Q(z

Beweisskizze. Fiir die Approximationen X" nach Picard-Lindelof zeigt man induk-
tiv: P(lwl,xlm) = P(2W27X2,n). Klar: Py, konvergiert schwach gegen P%,. Verwende
Proposition 11.6. O

Siehe Karatzas, Shreve (1999, Sec. 5.3, 5.4) zur Existenz und Eindeutigkeit schwacher
Losungen.

2 Starke Losungen als Diffusionsprozesse

Gegeben: (2,2, P), W und £ gem. (a)—(c) sowie Drift- und Diffusionskoeffizienten p
und o. Erfiillt seien die globale Lipschitz- und die lineare Wachstumsbedingung fiir u
und o sowie E||¢]]? < oo.

Im folgenden: 0 < s < t und = € R%. Setze
F=0(c({W,—Wy:s<u<v<t})U{A€EF: P(A) =0}).
Betrachte die starken Losungen von

dXt = /L(t, Xt) dt + O'(t, Xt) th, t Z O,

Xo—¢ (11)

und*'?
dX)" = pu(t, X7") dt + o(t, X;7") dWs, t>s,

12
X" =u. (12)

YRiickfithrung auf (1), (2) durch p(t,y) =0 und o(t,y) = 0 fiir t < s sowie £ = .
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Beispiel 5. Fiir r =d, p = 0 und o = Idy gilt
X =x+ W, — W, t>s.

Wir zeigen zunéchst, dafl X ein Markov-Prozefl ist und bedingte Erwartungen bzgl.
X gegeben X =z Erwartungen bzgl. X*? sind.

Lemma 2. §, §} sind unabhéngig.

Beweis. Klar. 0

Lemma 3. Fiir P-fast alle w € 2 gilt
X9 ) = X (w).

Beweis. Folgt aus der Eindeutigkeit der Losung von (11). O
Lemma 4. Die Abbildung

R% x Q — R%, (z,w) — X" (w)
ist (B(R?) @ F7)-B(R?)-meBbar.
Beweis. Siehe Elliott (1982, Lemma 14.14). O
Definition 6. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu (11) sind definiert durch

p(s,z,t, A) = P({X;]" € A}), A€ B(RY.

Lemma 5. p(s, -, t,-) ist ein Markov-Kern auf (R, B(R?)).
Beweis. Folgt mit Lemma 4. O]

Lemma 6. Sei
fRIxQ—R

beschriinkt und (B(RY) @ §%)-B(R)-mefBbar, und sei
Y:Q— R
T+ B(R?) meBbar. Dann gilt
E(f(Y(),)[8s) =goY,
wobei
o) = | Flyw)dP)
Beweis. Algebraische Induktion, Dynkin-System. Verwende Lemma 2. O]

Satz 4. (X;)es ist ein Markov-Proze bzgl. §, und es gilt

P({X; € A}|3,) = p(s, X, 1, A),  AeBRY.
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Beweis. Fiir
flz,w) = 14X (w)), reRY, we A,

und Y = X sind wegen Lemma 4 die Annahmen von Lemma 6 erfiillt. Fiir die
entsprechende Funktion g ergibt sich

o(z) = / 1a(X;(w)) dP(w) = P{X}" € A}) = p(s, z.1, A),

und Lemma 3 sichert
fY (W), w) = 1a(Xy(w)).
Fazit
P{X; € A} [8,) = E(f(Y (), ) [8s) = p(s, X, 1, A).

Beispiel 6. In der Situation von Beispiel 5 gilt fiir s < ¢

uU—=I 2
pls..t,A) = (2m (6= ) [ exp (<55 au,
A

wobei | - | die Euklidische Norm auf R¢ bezeichnet. Siehe Ubung 6.2 fiir den Fall
r=d=1, u(t,r) =x/2 und o(t,x) = .

Bemerkung 2. Betrachte einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(, P) mit Filtration §
und Re%-wertigem Markov-Proze8 Y bzgl. §. Dann existieren Markov-Kerne p(s, -, ¢, )
auf (R?, B(R?)), so dafB fiir Py,-fast alle x € R? gilt

VAcBRY: PHY, € A}|Y, =2z)=p(s,a,t,A).

Eindeutigkeit Py, -fast sicher. Bez. Ubergangswahrscheinlichkeiten. Fiir f : R — R
mit E(]f oY;|) < oo ergibt sich

E(foY,|Yi=1)= Rdf(y)p(swﬂf,dy)- (13)

Siehe: Wahrscheinlichkeitstheorie, reguliare bedingte Warscheinlichkeiten.
Fiir 0 <r <s <tund A € B(RY) gilt die Chapman-Kolmogorov-Gleichung
prt, A) = [ pls,et ) plr,s.dy),
R4
Beweis Ubung 11.3. Siehe Ubung 5.2 zur Konstruktion von Markov-Prozessen mit ge-
gebenen Ubergangswahrscheinlichkeiten.
Im Spezialfall (11) lautet die Gleichung (13)

E(foX;|Xs=x)=E(foX"). (14)

Satz 5. Gelte E||£|*™ < oo mit m € N. Dann existiert fiir jedes T' > 0 eine Konstante
¢ > 0 mit
Vs,te[0,T]: E|X,— X" <c-|t—s™

und
E (max HXtHzm) <ec.

0<t<T
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Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 306). O

Wir studieren nun lokale Eigenschaften von X. Im folgenden: Erwartungswerte von
vektor- bzw. matrixwertigen Zufallsvariablen komponentenweise definiert.

Satz 6. Sind p und o stetig, so folgt

Jim T -P{[| X" — x| >€}) =0 (15)
fiir alle n € N und € > 0 sowie
. 1 s,z _
Jim —— B~ 2) = (s, ) (16)
und 1
. . 5,r . s,z N\TY =
Jim =BG = 0)- (X5 = 0)T) = als, ), (1)
wobel

a=0c-0l : ] xR?— R
Beweis. Wihle m > n, beachte
S,T 1 S, S,T m
PAIIX =2l > e}) < 5 - EIIXGT = X271,

und verwende Satz 5, um (15) zu erhalten.
Es gilt

t
B —a) =5 ( [ utu Xz (18)
sowie aufgrund der Stetigkeit von p
1 t
lim / plu, X% du = p(s, ).

t—st+t— 5§
Deshalb gilt (16), falls ﬁ . f: wi(u, X3%) du eine gleichgradig integrierbare Familie
von Zufallsvariablen ist. Letzteres ergibt sich aus

1 ! 2 L
. ) S, < . 2 S,X

K t
< m/ (14 [1X57]%) du

und (4).
Zum(B)eweis von (17) ist Proposition 1 hilfreich, siehe Friedman (1975, p. 116). O
Bemerkung 3. In Verbindung mit (14) zeigt Satz 6
E (Xt(i) — x| X :x> = pi(s,z) - (t—s)+o(t —s)
und

B (X7 =) (X9 = 2)) | X, =) = ais(s,2) - (L= 5) + olt = ).

Betrachte in diesem Lichte exemplarisch die Brownsche Bewegung, den Ornstein-
Uhlenbeck-Prozefl und die geometrische Brownsche Bewegung.

Definition 7. R%-wertiger ProzeB X heifit'! Diffusionsprozeff mit Driftkoeffizient b :

M Terminologie nicht einheitlich.
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I x R* — R und Kovarianzkoeffizient a : I x RY — R4 falls gilt
(i) X besitzt stetig Pfade,
(i) X ist Markov-Proze (bzgl. §%),

(iii) die Ubergangswahrscheinlichkeiten p von X erfiillen fiir jedes ¢ > 0

/ p(s,z,t,dy) = ot — s),
{lly—z||>¢}
/{ —z< }(y —x)p(s,x,t, dy) = b(s,x) - (t = 5) + o(t — ),
/{“ < }(y —x)-(y — x)Tp(S,x,t,dy) =a(s,z)- (t —s) + ot — s).

Satz 7. Sind p und o stetig, so ist die starke Losung von (11) ein Diffusionsprozess
mit Driftkoeffizient
b=p (19)

und Kovarianzkoeflizient
a=0-o’. (20)

Beweis. Folgt aus den Satzen 4, 5 und 6 sowie

1
/ ly — 2lPp(s, @, 1, dy) < ~ - / ly — el *p(s, 2, t, dy).
{ly—z[|>¢} £ Jrd
]

Umkehrung von Satz 7: Darstellung von Diffusionsprozessen als starke bzw. schwache
Losung von stochastischen Differentialgleichungen. Siehe Gihman, Skorohod (1979,
Thm. I11.1.10) und Rogers, Williams (2000, Chap. V).

Bez.: C'? Raum der stetigen Abbildungen u : I x R? — R, die stetige partielle

Ableitungen 2%, 9% ynd 35-201;- auf ]0,00[ x R? besitzen, welche stetig auf I x R?
i0T;

ot Ox;
fortsetzbar sind.

Betrachte den Differentialoperator

2 I 8%8% - ! 8:{;1

ij=1

Im folgenden: @ und b geméf (19) und (20) gewihlt.

Beispiel 7. Fir r = d, p = 0 und o = Id, (d-dimensionale Brownsche Bewegung)
gilt
1 ~ Ou 1
i=1 i

Nun r =d =1 und u(t,z) = i - x. Fiir 0 = 1 (Ornstein-Uhlenbeck-Prozef) gilt
0?u - ou
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Fir o(t,z) = 0 - x (geometrische Brownsche Bewegung) gilt

0*u ou
—Ll.52. 2.2~ nw-x- —
(Lu)(t,x) =5-0"-x axz(t,x)—i—u x 8:c(t’x)'

Proposition 1. Fiir u € C'2 gilt

(£, X)) = uf X)+/t Lu+ 2% (r, X0y d +i/t%( X.) dM®
ul\v, t) = UulsS, s ; u (‘)t T, T T 2 |, 81‘1 T, T 7

wobel .
MO ="M e mg
=1
mit

) t
MY = / oio(s, X)) dWY,  t>0.
0

Bewezs. Durch '
Zt(l) = /,Li(t,Xt), t Z O,

wird ein progressiv mefbarer, pfadweise lokal integrierbarer Prozef3 definiert. Somit
definiert

Bt“):/ ZW0ds, >0,
0

einen adaptierten, pfadweise lokal absolut-stetigen Prozef. Aus (4) folgt M9 € 95,
Schliellich sichern Satz II1.2 und Proposition 1.10

r

r t
(M@ MUy, = Z (MO ppGm)y, — Z / i 0(5,X,) - 0jm(s, Xs) d(WO W),
0

fm=1 m=1

Tt t
= Z/ 0i0(8, Xs) - 0j0(s, X)) ds = / a;;(s, Xs) ds.
=170 0

Wende die Ito-Formel an, sieche Ubung 11.4. ]

Bemerkung 4. Nach Proposition 1 definiert

¢ 0
u(t, Xi) —u(0, Xo) — / (Lu + (T?) (1, X;)dr
0
ein lokales Martingal und etwa im Falle beschriankter Ableitungen g—; sogar ein Mar-

tingal. Dies fiihrt zu einer abstrakteren Definition von Diffusionsprozessen, siehe Ro-
gers, Williams (2000, p. 111). Die Wahl von u(t, z) = x; liefert (18), und u(t, z) = z;-x;
wird im Beweis von (17) verwendet.

Definition 8. f : R? — R polynomial beschrdnkt, falls

JkeNy: supM<oo

sera 1+ [|z]*
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Betrachte die elliptischen Differentialoperatoren

vgl. (21) und siehe Beispiel 7.

Satz 8. Sei f zweimal stetig differenzierbar mit polynomial beschrinkten zweiten
Ableitungen. Ferner seien p und o stetig. Dann

B - ) -5 ( [ L p(xe) )

und

CE(f(X07) = f(@)) = (Lo f) (@),

lim
t—stt — 8

Beweis. Beachte, dafl auch % (und f) polynomial beschrankt sind. Die erste Identitét
folgt aus Proposition 1 mit u(t,z) = f(z) und X = X**. Fahre fort wie im Beweis
von Satz 6. [

Bemerkung 5. Betrachte die autonome Gleichung'?

dXt = M(Xt> dt + O'(Xt) th, t Z 0,

22
Xo = 57 ( )

wobei p und ¢ die globale Lipschitzbedingung erfiillen. Fiir die zugehorigen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten gilt

p(saxata ) = p(Oa‘/L‘7t - S, ')7

und wir setzen deshalb
p(ta x, ) - p(O, x, tv )

Definiere stetige lineare Operatoren
T.:B— B

auf dem Raum B der beschrinkten Borel-meBbaren Abbildungen f : R? — R durch
To = id und

(Tf)w) = | F@)p(t.r.dy) = B(f 0 X[ X =)

12Rjickfithrung einer nicht-autonomen Gleichung dX; = a(t, X)) dt+ o (t, X¢) dWe, X = € auf den
autonomen Fall: fiir 7 € R? und ¢ € I setzt man

T = (f) eR™, pu(x) = (/7(51, t)) eERM o(z) = (%@’2) € RU+xr

sowie



fiir ¢ > 0. Klar:
Taa=p(t,-,A), AecBRY,

und die Chapman-Kolmogorov-Gleichung sichert
,-Tt o Ts = Ts—l—t'

Man bezeichnet (7}):>o als Halbgruppe der Ubergangsoperatoren des Markov-Prozesses
X. Nach Satz 8 gilt

fiir . .
0*f af

Man bezeichnet £ als infinitesimalen Generator der Halbgruppe (7}):>o-

3 Parabolische und stochastische Differentialglei-
chungen

Fixiere 7" > 0.

Bez.: C%’Q Raum der stetigen Abbildungen v : [0,7] x RY — R, deren partielle Ab-

leitungen 2%, 9% und 85?8120- auf 0, T[ x R? existieren, stetig sind und stetige Fortset-
10T

ot Ox;
zungen auf [0, T x R? besitzen.

Betrachte den Differentialoperator L aus (21) mit
V (t,x) € [0,T] x RY: a(t,x) symmetrisch, nichtnegativ definit,

und eine stetige Abbildung
¢ :RY—R.

Gesucht ist eine Losung
u € Cp?

der (riickwérts) parabolischen Differentialgleichung

0
Lu=-S" auf [0,T] x R (23)
ot
mit Endbedingung
u(T,-) = . (24)

Definition 9. u : [0,7] x RY — R polynomial beschrinkt auf J x R? fiir J C [0, T,

falls .
JkeNy: sup LJ‘)L < 00.
(tayesxrd 1+ [|z]|
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Zua:[0,7] x RS — R™? wihlen wir o : [0,T] x R — R>" mit a = o - o7 und
setzen p = b. Im folgenden vorausgesetzt: 1 und o sind stetig und erfiillen die globa-
le Lipschitzbedingung. Wir betrachten die durch (12) definierten Diffusionsprozesse
(X7 )tepsm) fiir 0 < s <T und z € R%

Beispiel 8. Fiir a = 0 =1Id; und b = p = 0 ist (23) die Wéarmeleitungsgleichung

ou
1 d
§-Au:—g auf [0, 7] x R
mit Zeitumkehr. Ferner gilt X = x + W, — W,, d.h. X*% ist eine zur Zeit s in
x startende d-dimensionale Brownsche Bewegung. Ist ¢ polynomial beschriankt, so

definiert bekanntlich (oder infolge der Sétze 9 und )

uls,x) = @ (T =) [ o) exp (~dy) dy (s.o) € DT[x R,

Rd

die eindeutig bestimmte auf [0, 7] x R? polynomial beschriinkte Losung von (23), (24).
Beachte, daf u(s, ) = E(p o X7"). Dieser Zusammenhang gilt allgemein.

Satz 9. Sei u eine auf [0, 7] x R? polynomial beschréinkte Losung von (23), (24). Dann
V (s,7) €[0,T] x R*:  w(s,z) = E(po X3").
Beweis. Proposition 1 zeigt fiir 0 < s <t < T und = € R?
u(t, X;") = u(s,z) + Ny

mit einem stetigen lokalen Martingal N. Betrachte die Stoppzeiten

T, =inf{r > s: || X;|| > n} AT.
Aufgrund der Stetigkeit von a und g—; folgt

E(Nin,) = 0.

Also
u(s,v) = E(u(t AN Tn, X7 ).

Die Wachstumsbedingung fiir u sichert

u(t AT, X35 )| < e- (14 k)

tATy

mit Konstanten ¢ > 0 und k € Ny, und aufgrund der Stetigkeit von v und X folgt
U(S, l‘) = E(U(Tm X;f))

mit dem Lebesgueschen Grenzwertsatz. Die Wachstumsbedingung fiir ¢ und der Le-
besguesche Grenzwertsatz liefern

lim £ (u(Tn,X;f) lr,—1y) = E(p o X7).

n—oo
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SchlieBlich gilt

c-(1+n" - P{T, <T})
¢ (1+n")- P({sgggT | X > n})

B (T, X52) - Lg,<ry)

IAIA

IN

c-(L+n")-n™" B sup | X

s<t<T

fiir jedes ¢ € N. Wahle ¢ > k und verwende Satz 5, um

lim E(u(T,, X77) - lir,<ry) =0

n—oo

zu erhalten. ]

Bemerkung 6. Satz 9 zeigt, daf§ jede polynomial beschrinkte Losung von (23),
(24) eine stochastische Darstellung besitzt. Der Eindeutigkeitssatz 3 sichert, dafl die
Verteilung von X** nur von s und x sowie von y und ¢ abhéngt. Also haben wir mit
probabilistischen Methoden gezeigt, dafi (23), (24) fiir jede polynomial beschriankte
Abbildung ¢ hochstens eine polynomial beschrankte Losung besitzt.

Ein klassischer Text zur Analyse parabolischer Gleichungen mit deterministischen
Methoden ist Friedman (1964).

Bemerkung 7. Falls a und b gewissen Glattheits- und Wachstumsbedingungen ge-
niigen, existiert eine Abbildung

I:{(s,z,t,y) € (0,T] xR)?: s <t} >R,
so daf

ar(a ) ta y)

V(t,y) €]0,T] xRY:  LT(-,-t,y) = — o

(25)

und fiir jede polynomial beschrankte Funktion ¢

lim [ o(y)-T(s,z,t,y)dy = p(z)

s—t— Rd

gilt. Die Abbildung I' heifit Fundamentallésung zu (23), und (25) heifit Kolmogorov-
Riickwartsgleichung. Man erhélt zu jeder polynomial beschrinkten Abbildung ¢ durch

u(s,r) = /[R{d o(y) - T(s,z,T,y) dy, (s,z) € [0, T x R?,

eine auf [0, 7] x R? polynomial beschrinkte Lésung von (23), (24). Siehe Friedman
(1964, Chap. 1).

Fazit: unter den o.n.g. Voraussetzungen ist I'(s, z,t,-) die Dichte der Verteilung von
X"

Beispiel 9. Die Ubergangsdichten der d-dimensionalen Brownschen Bewegung bilden

eine Fundamentallosung fiir L = % <AL
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Satz 10 (Feynman-Kac-Formel). Seien
h:[0,T] x R — [0, 00]

und
g:[O,T]deHR

stetig. Ferner seien g und die Losung u € C’%’2 von

Lu—i—g:—%—l—fwu auf [0, T[ x R

und
auf [0, 7] x R polynomial beschrinkt. Dann gilt fiir (s, ) € [0,T] x R4

u(s,z) = E (gp(x;f) exp (— / ' h(t, X3 dt)

T ¢
+/ g(t, X;7") - exp <—/ h(T, Xf””)dT) dt).

Beweis. Ahnlich dem von Satz 9. Siehe Karatzas, Shreve (1999, Thm. 5.7.6).

Nun: eine Existenzaussage mit probabilistischen Methoden.
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Anhang A

Funktionen von beschrankter
Variation und das
Lebesgue-Stieltjes-Integral

Literatur:
Floret (1981), Heuser (2001).

Fir f : R — R und a < b setzen wir

Vi(F) = sup{2|f(tk) —fltkr)| meN, a=tyg< - <ty = b}.

k=1

Definition 1. f von beschrankter Variation (b.V.), falls
Va<b: VE(f) < oo.
Satz 1 (Jordanscher Zerlegungssatz). Aquivalent sind
(i) f b.V. (und rechtsseitig stetig),
(i1) 3 f1, f> monoton wachsend (und rechtsseitig stetig) mit f = f; — fo.

Zu f b.V. und rechtsseitig stetig sowie fi, fo wie oben erhélt man ein signiertes Maf3
pr auf {A € B(R) : A beschrénkt} per

p(lu,v]) = (fi(v) = filw) = (f2(v) = fa(w)), u <.
Satz 2 (Rieszscher Darstellungssatz auf R). Durch
[ ny
wird eine lineare Bijektion
{f : f b.V. und rechtsseitig stetig, f(0) =0} — {u : p signiertes Mafi auf B(R)}

definiert.
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Integrale bzgl. signierter Mafle werden als Differenz der Integrale bzgl. des Positiv-
und des Negativteils des Mafles definiert. Betrachten wir ohne Einschrinkung ein
signiertes Mafl puy mit f = f; — fo wie oben, so ist dessen Positiv- und Negativteil
durch py, und piy,, also durch die nicht-negativen Mafle mit den Verteilungsfunktionen
f1 und f5 gegeben.

Falls fiir eine meBbare Funktion g : R — R mit kompaktem Tréger die Integrale
beziiglich iy, und py, existieren, bezeichnet man

/gdf—/gduf—/gdufl—/gdufg
R R R R

als Lebesque-Stieltjes Integral von g bzgl. f. Im Spezialfall einer stetigen Funktion g
mit kompaktem Tréger liegt ein sogenanntes Riemann-Stieltjes-Integral vor, das sich
als Grenzwert von Riemann-Stieltjes-Summen berechnen lafit.
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Anhang B

Mehrdimensionale
Normalverteilungen

Fiir einen d-dimensionalen Zufallsvektor
X =(Xy,...,Xy)"

mit quadratisch-integrierbaren Komponenten X; definiert man seinen Erwartungswert

durch

E(Xy)
E(X)= : c R?
E(Xy)
und seine Kovarianzmatriz durch
Cov(Xy, X1) ... Cov(Xy,Xy)
Cov(X) = : : e R4
Cov(X4, X1) ... Cov(Xg4, Xg)

mit
Cov(X;, X;) = BE((Xi — E(X3)) - (X; — E(X;))).

In Verallgemeinerung der Rechenregeln fiir den Erwartungswert und die Varianz einer
reellwertigen Zufallsvariablen gilt dann

E(LX +b)=LE(X)+b

und

Cov(LX +b) = LCov(X)L"

fir jede Matrix L € R¥*? und jeden Vektor b € R*. Die letzte Gleichung liefert
insbesondere fiir jeden Vektor v € R? = R*!

0<o?(v'X)=v" Cov(X)w,

so dafl jede Kovarianzmatrix symmetrisch und nicht-negativ definit ist.
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Das WahrscheinlichkeitsmaB auf R? mit der Lebesgue-Dichte
p(x) = 2m) P exp(—(aT + - - + 23)/2)

fir + € RY heiBt d-dimensionale Standard-Normalverteilung. Die Dichte p ist das
d-fache Tensorprodukt der Dichte der eindimensionalen Standard-Normalverteilung.
Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X ist deshalb genau dann d-dimensional standard-
normalverteilt, wenn er unabhéngige, jeweils eindimensional standard-normalverteilte
Komponenten besitzt. Insbesondere gilt in diesem Fall

1 0 ... 0
0 01 0 ...0
EX)=1]:]¢ RY und Cov(X)=|: . . - c Rxd.
0 0 0 1 0

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ auf R¥ heifit k-dimensionale Normalverteilung, falls
@ sich durch eine affin-lineare Transformation aus einer d-dimensionalen Standard-
Normalverteilung ergibt. Eine k-dimensionale Normalverteilung ist also die Verteilung
eines k-dimensionalen Zufallsvektors Y von der Form

Y=LX+b (1)

mit einem d-dimensional standard-normalverteilten Zufallsvektor X, einer Matrix L €
R**?4 yund einem Vektor b € R*.

Ist Y von der Form (1), so gilt
E(Y)=b und Cov(Y)=LL",

und diese beiden Grofien bestimmen die Verteilung 2 von Y bereits eindeutig, siche
Irle (2001, p. 127 ff.) und Génssler, Stute (1977, Abschnitt 1.19)

Y =LL" (2)

heifit () dann die k-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kova-
rianzmatriz 3.

Jede symmetrische nicht-negativ definite Matrix ¥ € R¥** ist diagonalisierbar mit
nicht-negativen Eigenwerten und somit in der Form (2) darstellbar. Also treten ge-
nau die symmetrischen nicht-negativ definiten Matrizen als Kovarianzmatrizen von
Normalverteilungen auf.
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