Kapitel 111

Stochastische Integration

Literatur:
Karatzas, Shreve (1999, Chap. 3).

Gegeben: Wahrscheinlichkeitsraum (€2,2(, P) mit Filtration! § = (§)wes fiir [ =
[0, 00, die den iiblichen Voraussetzungen geniigt, sowie Prozesse X = (X;);e; und
M — (Mt)te[ € ,‘Jﬁg

Speziell: M = W eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startwert 0.

1 Konstruktion des stochastischen Integrals
Die Siitze .11 und 1.12 zeigen in nichttrivialen Féllen? fiir alle ¢t > 0: P-f.s. ist M von

unbeschriankter Variation auf [0, ¢]. Somit ist eine pfadweise Definition von stochasti-
schen Integralen

t
= / Xy (w) dM,(w), tel, well,
0

i.a. nicht moglich.

1.1 Integral fiir einfache Prozesse

Definition 1. X einfach, falls

Xi(w) =& (w) - Loyt +Z§z Lyt 40 (0) (1)

mit
O=to<t1 <..., lim ¢; = co

1—00

'Tm folgenden Adaptiertheit und Martingaleigenschaft stets bzgl. dieser Filtration.
Insbesondere fiir M = W.
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und Zufallsvariablen &; auf (2,2, P), so da8

sup sup |&;(w)| < 0o
weN €Ny

und

VieNy: & §,-melbar.

Bez.: £y Vektorraum der einfachen Prozesse. Stochastisches Integral von X gem. (1)
bzgl. M auf [0,t]:
n—1
L(X)(@) = D &(w) - My, () = My (@) + &) - (My(w) = My, (@),

=0

falls t € [t tpsa.

Also kurz
It(X> = Z &i - (Mt/\ti+1 - MtAti)'

i€Ng
Lemma 1. Sei A = (A;)es stetig und wachsend. Dann sind dquivalent
(i) VO<s<t: E(M —M)*|Fs) =E(A — A, |3),
(ii) A= (M).

Beweis. ,(ii)) = (i)“ siehe Beweis von Satz I.11.
»(1) = (ii)“: folgt aus

E(Mt2 | 35) - Ms2 = E(<Mt - MS)Z | 35) = E(At | 33) — A
und der Eindeutigkeitsaussage fiir die Doob-Meyer-Zerlegung von M?2, O]

Proposition 1.

(i) I;(-) ist wohldefiniert und linear auf £,

(i) fiir X € £y gilt (I;(X))ser € M und?
t
(T(X)); = / X2 d(M),.
0

(i) fiir X € £ gilt t
E(L(X)*) =E (/0 X2 d(M)u) .

3Das rechts stehende Integral ist pfadweise definiert.
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Beweis. ad (i): klar.
ad (ii): Fiir 0 < s < ¢t und i € Ny gilt*

E(SZ : (Mt/\ti+1 - Mt/\ti)

gs) = 52 : (MS/\ti+1 - Ms/\ti)'

Hiermit folgt die Martingaleigenschaft von (X)), und jetzt ist klar: I(X) € 9.
Durch .
A = / X7 d(M),
0

wird offenbar ein wachsender stetiger Prozef definiert. Zu zeigen bleibt die Martingal-
eigenschaft von I(X)? — A. Gelte s € [ty_1,tm[ und t € [t,, toy1[, alsom — 1 < n.

1. Fall: m — 1 < n. Dann

It(X) _ [8<X)

= &no1 s (My, — M)+ &+ (M, — M) + & - (My — My,).

i=m

Gelte 0 < s <t <wu <wvund sei Y beschrankt und §,-mefibar. Dann
EY - (M,—M,)- (M, — M,)|F.) =0.
Mit Lemma 1 folgt

E((I(X) = I,(X))* 5,

B8 (= MO+ T (M = M+ (0 = M, 215 )
(;A«M@%—M@»+§k%«MnH—mam+&«maermna)

i=m

:E( tX3d<M>u|Ss) :E(At_As’Ss)' (2)

Wende nochmals Lemma 1 an.
2. Fall: m — 1 = n. Einfacher.
ad (iii): Wahle s = 0 und integriere (2). O

1.2 Fortsetzung des Integrals

Wir definieren zunéchst I fiir eine Klasse von Prozessen, die £y umfafit, wobei insbe-
sondere die Eigenschaften aus Proposition 1 erhalten bleiben.

Betrachte das durch

MN@ZAAMUWWﬂMMWMHW

4Fallunterscheidung; siehe auch Ubung 3.2.
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definierte® Maf® iy, auf (I x Q,B(I) ® ). Im Spezialfall M = W erhilt man
Hw = A® P7
wobei A das Lebesgue-Mafl bezeichnet.

Definition 2. Sei X mefibar und adaptiert. Setze”
t
xi =g ([ xtan,)
0

(X] =) 27" (LA [X).

sowie

Bezeichne mit £ = £(M) und £* = £*(M) die Vektorrdume der (pp-Aquivalenzklas-
sen von) meBbaren adaptierten bzw. progressiv mefibaren Prozesse X mit [X]; < oo
fir alle t € I.

Klar
£ C £ c L.

Wir betrachten fortan stets die durch [X — Y] definierte Metrik auf £.

Lemma 2. Sei X meBbar, adaptiert und beschrankt durch ¢ > 0. Dann existiert eine
Folge (X™),en von durch ¢ beschrinkten Prozessen in £y mit

n—oo

t
Vtel: lim E(/ (Xu—Xfﬁ))?du) = 0.
0

Beweis.

1. Fall: X stetig. Interpolation durch Treppenfunktionen, Lebesguescher Grenzwert-
satz.

2. Fall: X progressiv mefbar. Setze®
SNt
Y = [ X ZMw) = me (V) = Yiyml(v)
0

fir m € N. Es gilt: Y, Z™ sind stetig, adaptiert, und damit progressiv mebar, und
Z0™) ist beschrinkt durch ¢. Der Lebesguesche Differentiationssatz sichert
VweQ: ( lim 20 (W) = X.(w) /\-f.s.> ,

und deshalb
lim 2" = X A\ P-fs.

m—00

Sups ist wohldefiniert, siehe Génssler, Stute (1977, Kap. 1.8) oder Ubung 8.2.

6 Previsible o-Algebra P C B(I) @ A: erzeugt von Mengen der Form |s,t] x B mit B € § sowie
{0} x B mit B € §y. Einfache Prozesse sind J-mefibar; P-mefBbare Prozesse sind progressiv mefibar.
Siehe Irle (1998, p. 170). Doléans-Mafs: Einschrinkung von pys auf .

"[X]; ist Lo-Norm von Lio, - X bzgl. puas.

8Notation: V fiir max.
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Mit dem Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt

t
mnE(/XXm—aﬁme:n.
m—o0 0

Approximiere Z(™ geeignet gemiB Fall 1.).

3. Fall: X mefbar, adaptiert. Wir zeigen, dafl Y wiederum adaptiert ist. Jeder Prozef3
X wie oben besitzt eine progressiv mefibare Modifikation X, siehe Karatzas, Shreve
(1999, Prop. 1.1.12). Wir zeigen, da8 durch

SNt -
V.(w) = /O %, (w) du, sel,

eine Modifikation des oben definierten Prozesses Y gegeben ist. Betrachte den adap-
tierten mefibaren Prozef3

778<w) = 1{)(875)?3}(0)), sel.

Es gilt

t t t B

E (/ nudu) :/ E(n) du:/ P({Xy £ X} du =0

0 0 0

und somit .
P ({/ nudu:()}) =1
0

Weiterhin

{n#ﬁ}c{/otmduw}.

Also ist Y eine Modifikation von Y, und unter den iiblichen Voraussetzungen ist mit
Y auch Y adaptiert. Fahre fort wie im 2. Fall. O

Proposition 2. Fiir P-f.a. w sei (M).(w) absolutstetig bzgl. A. Dann liegt £, dicht
in £.

Beweis. Sei X € £.

1. Fall: X beschriinkt. Sei (X (™), cy gem#f Lemma 2 gewiihlt. Dann ex. eine Teilfolge
(X)) en und eine Menge A € B(I) ® A mit

V(tw) e IxN)\A: ]}H&Xﬁw(w) = X,(w)

und

(A® P)(A) =0.

Es folgt pp(A) = 0, und der Lebesguesche Grenzwertsatz zeigt
lim [X — X™)], =0

k—o0

fiir alle t € 1.
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2. Fall: X beliebig. Lokalisation. Setze

Xt(k) =X;- 1{|Xt|§k}7 tel, keN,
Es gilt
lim [ — XM, =o0.
Approximiere die beschrinkten Prozesse X *) gem. Fall 1. O

Proposition 2 ist insbesondere im Falle M = W anwendbar. Allgemein gilt:
Proposition 3. £, liegt dicht in £*.
Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 135-137). O
Definition 3. Fiir Y € I sei

Y[l = B, tel

sowie

IYl=> 27" WAy
t=1

Beachte: fiir Y € 905 ist ¢ — E(Y;?) monoton wachsend. Wir identifizieren im folgen-
den ununterscheidbare Elemente aus 915.

Proposition 4. 95 ist ein vollsténdiger metrischer Raum bzgl. der durch (Y, Z) —
|Y — Z|| definierten Metrik.

Beweis. Ubung 8.4. O

Wir betrachten fortan stets obige Metrik auf 915.

Satz 1. Die in Definition 1 eingefiihrte lineare Abbildung
I:gy— MG

148t sich eindeutig zu einer linearen Abbildung
I: g5 — Mg

mit
viel: [I(X)|.=[X] (3)

fortsetzen. Es gilt wiederum

(X)) = / X2 d(M),
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Beweis. Zu X € £° wihle man gem#f Proposition 3 eine Folge (X ™), oy in £y mit
lim,, 0o [X — X™] = 0. Proposition 1 zeigt

[2(X™) = FX )| = 1 = X0 =[x — X,

so daf8 Proposition 4 die Existenz des Grenzwertes lim,, o, I(X™) in 9 sichert. Wir
definieren
[(X) = lim I(X™)

und halten fest, da I(X) nicht von der Wahl der approximierenden Folge (X)), cn
abhéngt. Die Linearitiat von I sowie (3) sind klar. Ebenso die Eindeutigkeit der Fort-
setzung.

Gelte 0 < s < t und sei A € §,. Man erhélt? unter Verwendung von (2)

/(It(X) — IL(X))?dP = lim [ (I(X™) = [,(X™))*aP

n—o0

:JLIEO/A/:(X}L"))QMM)udP
_ /A / (X (M) dP

B((L(X) - L(X)?|5,) = E (/ X2l m)

Also gilt auch fiir X € £*

Wende Lemma 1 an, um (I(X)); = fot X2d(M), zu erhalten. O

Definition 4. Fiir X € £° heifit ([,(X))wesr das stochastische Integral (Ito-Integral)
von X bzgl. M. Bez:

t
L(X)=IM(X)= / X, dM,.
0
Bemerkung 1. Unter den Voraussetzungen von Proposition 2 gilt Satz 1 mit £ statt

£*, so dal das stochastische Integral auf £ erklért ist. Die in beiden Féllen giiltige
Beziehung (3) heifit Ito-Isometrie.

Bezeichne mit P* = P*(M) den Vektorraum der (u-Aquivalenzklassen von) pro-
gressiv meflbaren Prozessen X mit

t
Vtel: /X3d<M>u<oo P-fs.
0

Klar
Lo C L CP”

und
X stetig, adaptiert = X € P*.

9Aus Z, — Z in L, folgt E(1g - ZP) — E(1p - ZP).
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Es gilt £(W) # PB*(W), siehe Ubung 9.1.b.
Ziel: Fortsetzung des stochastischen Integrals auf 3*. Methode: Lokalisation.
Im folgenden: X € P*. Fiir Stoppzeiten T sei

Xt(T) _ Xt7 falls ¢ S T
0, sonst.
Lemma 3. Fiir Stoppzeiten S, T gelte X, X(T) ¢ ¢* Dann folgt fiir t € I

Tinsnr (XD = Lasar(XS).

Beweis. Fiir
Z=I(XD) - 1(X9) = 1(XD - Xx5)) e mg

gilt
! 2
@)= [ (XD - XY at),
0
und somit
Mit Ubung 4.2 folgt
Zipspr = 0.

Betrachte!® Stoppzeitenfolge (T}, ),en mit
() VneN: T,<Th,
(i) P-f.s. lim, .o, T, = oo,
(iii) Vne N: X ¢ g*
Zut eI und w € {lim, .o T, = oo} wihle man n € N mit T,,(w) > ¢ und setze
L(X)(w) = L(XT))(w).
Lemma 3 sichert die Unabhéngigkeit von der Wahl von n und der Stoppzeitenfolge.

Definition 5. Fiir X € P* heifit (1;(X))wer das stochastische Integral (Ito-Integral)
von X bzgl. M. Bez. wie oben.

Bemerkung 2. Auf diese Weise: Fortsetzung des stochastischen Integrals auf 3*;
I(X) ist stetig und adaptiert mit Io(X) = 0. Ferner Ijrg, (X) = Ijng, (X)), also

Lnr, (X) € 9.

Es gilt jedoch i.a. nicht I(X) € 9MS, siche Ubung 9.1.b. Siehe auch Karatzas, Shreve
(1999, p. 36).

0Existenz: Ubung 9.1.a.
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Definition 6. Adaptierter ProzeB (Xi)ies lokales Martingal, falls Stoppzeitenfolge
(T})nen mit (i) und (ii) existiert, so dafl X.,p;,, Martingal fir n € N.

Also ist I(X) fiir X € P* ein lokales Martingal. Siehe Karatzas, Shreve (1999, Sec.
3.2.D) zur Integration bzgl. stetiger lokaler Martingale.

Beispiel 1. Wir bestimmen

t
/ Wy dW,,
0

also X = M = W. Vorab: W ist progressiv mef3bar, und es gilt
t t
[Wﬁ:E(/ﬁMﬁ@>:/ﬁmu:52
0 0
Dies zeigt: W € £*.

Firn € Nund i € Ny sei t; = t§”) =1i/2" - t. Setze
W =W, falls u € ]t;, i),

sowie WO(") = W,. Offenbar gilt W™ € £* und W ist von der Form (1) aber nicht
einfach, da nicht beschrankt. Aus

112 Lj+1 . ) " i-t?
W-wo =3 [ B0 - W= i) = s
j=0 1t
folgt
lim [W—W®™] =0

und weiter gem. Satz 1
lim |[I(W) = 1(W™)|, = 0.

n—oo

Mittels Lokalisation zeigt man'!

2" —1 2" —1
It(W(n)) = Z Wti ’ (Wti+1 - th) - % ) (Wt2 - (Wti+1 - Wti)2> : (4)
=0 !

SchlieBlich zeigt Ubung 6.1

2m—1 2
hmE( (W@;ﬁ%ﬁ—ﬁ =0.

n—00 -
=0

Fazit .
/ W, dW,, = %Wf - %t.
0

Beachte a(b—a) = 1((b* — a?) — (b—a)?).
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Bemerkung 3. Betrachte Zerlegungen 7, = {tém), Lt )} mit

Ozt[()m) <<t =t lim ||m,|| = 0.

Kurz: t; = /™. Wihle A € [0,1], setze

)

Dann!?

Bei obiger Approximation des Ito-Integrals gem. (4): A = 0; genau diese Wahl fiihrt
auf ein Martingal. Beim Stratonovich Integral wahlt man A = %; dann ergibt sich die
Analogie zu

/0 F(s) df(s) = L£2(t)
fiir £ € C([0,]) mit £(0) = 0.

Satz 2. Gelte M, N € M und X € £*(M) sowie Y € £*(N). Dann folgt

t
(IM(X), IN(Y)), :/ X, - Y, d{M,N),, tel.
0
Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 144). Im Spezialfall M = N: Ito-Isometrie.
]
Satz 3. Sei M € M5, X € £4(M) und
t
Nt:/XudMu, tel.
0
Ferner sei Y € £(N). Dann: XY € £*(M) und
t t
/ YudNu—/ XY, dM,, tel.
0 0
Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 145). O
2 Die Ito-Formel
Wir betrachten Prozesse X der Form
Xt:XU‘l‘Mt‘l‘Bt, tG[, (5)

wobel

12Karatzas, Shreve (1999, p. 148)
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(i) Xo So-meBbar,
(il) M = (My)e; € 9,

(iii) B = (Bi)ier adaptiert, stetig mit By = 0 und von beschrankter Variation auf
jedem kompakten Intervall.

Bemerkung 4. Prozesse der Form (5) sind spezielle stetige Semimartingale.'> Obi-
ge Zerlegung ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit, siche Ubung 9.2. In zeit-
kontinuierlichen Finanzmérkten werden Preisprozesse in der Regel als Semimartingale
modelliert.

Beispiel 2. Mit N € M3, Y € £5(N), Z progressiv mebar und lokal Lebesgue-
integrierbar:

t t
Xt:Xo—i—/ YudNu—i—/ Zy du.
0 0
Bez.: Ito-Prozefs.

Satz 4. Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar und sei X von der Form (5).
Dann folgt

(X)) = f(Xo) + / f'(X,)dM, +/ (X +%/Otf”(Xu)d(M>u, tel.

Beweisskizze. Vorab: Fiir k = 1,2 sind die Prozesse f*) o X stetig und progressiv
mefibar. Die Lebesgue-Stieltjes Integrale bzgl. dB, und d{M), sind pfadweise wohl-
definiert.

Betrachte Zerlegung 0 = to < - -+ < t,,, = t von [0, t]. Taylor-Entwicklung

[
NE

f(Xt> - f(XO) f(th) - f<th71)

k=1
= Z f/(th—1) (X = Xy )+ % Z f” (X — th—1)27
k=1 k=1

wobei 7 (w) zwischen X, (w) und X, (w). Unter geeigneten Beschranktheitsvoraus-
setzungen konvergiert die erste Summe im Quadratmittel gegen

/f dM+/f

und die zweite Summe gegen
t
/ f/l(X
0

13 Allgemeiner: stetige lokale Martingale M. Bzgl. Semimartingalen kann man sinnvoll das stocha-
stische Integral erklaren.
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Letzteres ist plausibel, da B glatter als M ist. Etwas genauer: fiir jede Zerlegung =
wie oben gilt

2
VOB < sup (B, — By |-V (B:im) < (VIO(Bim))

k=1,...,

Nach Voraussetzung gilt

VweQ 3K>0: supVV(B;im)(w) < K.

Wir nehmen an, dafl

JK>0: sup suth(l)(B;ﬂ)(w) < K.

weN T

Dann sichert der Lebesguesche Grenzwertsatz

lim E <V;(2)(B; wn)>2 ~0

fir alle Folgen von Partitionen mit lim,,_,« ||7,]| = 0. Im allgemeinen Fall: Lokalisa-
tion. Details bei Karatzas, Shreve (1999, p. 149-153). ]

Beispiel 3. Wihle f(z) = 2%, X = M = W und B = 0. Dann'*
t
Wf:/ 2W, W, +1.
0

Bemerkung 5. Man verwendet oft die symbolische Kurzschreibweise
df(Xy) = f'(Xy) dMy + f'(Xy) dBy + 5 f"(Xy) d(M),
= [1(Xy) dX; + 5 f"(Xe) d(M),

fiir die Formel aus Satz 4. Zum Vergleich die Kettenregel der klassischen Differential-
rechnung:

df(Xt) — f/(Xt) dXt
Man schreibt kurz [V dX fir [V dB+ [Y dM.

Satz 4 enthélt die Grundversion der [to-Formel. Allgemeinere Varianten, deren Be-
weise dhnlich wie der oben skizzierte verlaufen, lauten wie folgt.

Satz 5. Sei f: I x R — R mit stetigen partiellen Ableitungen

ft:f(LO)a fx:f(()’l)a frx:f(og)
und sei X von der Form (5). Dann folgt

f(t, Xy) :f(O,Xo)—i—/O fir(u, X,,) du—l—/o fao(u, Xy) dMu+/0 fu(u, X)) dB,

t
3 [ ol X0 A0, rer
0

14Die Berechnung von fot W, dW,, ist jetzt ein Einzeiler, vgl. Bsp. 1
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Nun zur Ito-Formel fiir R%wertige Prozesse X, die komponentenweise von der Form
(5) sind. Betrachte Abbildungen f : I x R? — R mit stetigen partiellen Ableitungen

FAOmit 0€ NG, O mit @ € N und fa] < 2.
Die Bezeichnungen f;, f,, und fxix]. sind kanonisch. Gelte
X0 = x§ + M 4+ BY, tel, ie{l,. .. d},

so dafB Xéi) Fo-meBbar, M© € M5, B stetig, adaptiert mit beschréinkter Variation
auf beliebigen kompakten Intervallen und B((f) =0.

Satz 6. Unter obigen Voraussetzung gilt

f@&%ﬁ@waAﬁmew
d t d t
#3 [ X0 + Y [ x)aBg
i=1 Y0 i=1 V0

d t
+3> /0 sy (0, X)) d(MD, MDY, tel

1,j=1

Satz 7 (partielle Integration).
t t

xM.x® =xV. xP + / XWdx® 4+ / XPdx® 4 (MO M), tel
0 0

Beweis. Tto-Formel mit f(t,x1,22) = 1 - xo. O

3 Die geometrische Brownsche Bewegung

Literatur:

Irle (1999, Kap. 8),
Bingham, Kiesl (1998, Chap. 4.6).

Fir « € R und o, 59 > 0 definieren wir f : [ x R — R durch
ft,x) = so-exp(at+ox).

Sei W eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startwert 0. Setze S; = f(t, W}),
also
Sy = so - exp(at+ o Wy), tel.

Ubung 6.2 behandelt den Spezialfall « = 0 und o = 1.

Definition 7. Der oben definierte Proze S = (S;)icr heiit geometrische Brownsche
Bewegung mit Startwert sy und Volatilitit o.

54



Fortan: S geometrische Brownsche Bewegung.
Anwendung der Ito-Formel fiir X = M =W und B = 0:

t t t
S; =8y +a- /S du—+ o - /S dW, +102 /Sudu
= So+ (a+ 107 /S du+o- /S dW,. (6)

Also 16st S die stochastische Integralgleichung (6).

Bemerkung 6. Black-Scholes-Modell: ein zeitkontinuierliches Finanzmarktmodell

mit zwei Basisgiitern'®

(i) eine festverzinsliche Anlage (,,bond“) mit kontinuierlicher Verzinsung bei fester
Zinsrate p > 0,16

(ii) eine ,, Aktie“, deren Preisprozefl eine geometrische Brownsche Bewegung ist.

Lemma 4.

2

S Martingal < o= —350".

1
2

Beweis. Klar: S € £% so dafl I(S) gem. Satz 1 ein Martingal ist. Beachte, daf fot Sy du
einen stetigen, wachsenden, strikt positiven Prozefl definiert, der somit kein Martingal
ist. 0

Definition 8. Drift der geometrischen Brownschen Bewegung S:

,u—oz—l—laz

Lemma 5. Fiir t € I gilt
E(S;) = so - exp(pt), Var(S;) = sg - exp(2ut) - (exp(o?t) — 1) .
Beweis. Mit Satz 1 oder elementar. O]

Lemma 6. Die relativen Inkremente (S; — S5)/Ss, 0 < s < ¢, sind unabhéngig von
§s und stationdr. Die returns S;/Ss sind lognormalverteilt.

Beweis. Verwende (S; — S5)/Ss = exp(a(t — s) + o (W, — W) — 1. u

Das Donskersche Invarianzprinzip 148t sich auf die geometrische Brownsche Bewegung
iibertragen. Wir verwenden die Bezeichnungen und Annahmen aus Abschnitt I11.2.3.
Hier nur der Martingal-Fall mit sq = 1. Definiere H : C'(I) — C(I) durch

(Hf)(t) = exp(—5 0%t + 0 f(t)).

Dann konvergiert H P, schwach gegen H P,; Beweis Ubung 10.4. Klar: HP, ist die
Verteilung der geometrischen Brownschen Bewegung mit Startwert 1, Drift 0 und
Volatilitit o, und HP, ist die Verteilung von S™ = HX ™.

15Giche Beispiel 1.2.
16 Also Preisverlauf t — c - exp(pt); OBdA ¢ = 1.

95



Es gilt
S (w) = exp(—§ ot + 0 X" (w))

und fiir t € [k/n, (k+ 1)/n] mit k € Ny
3ot o X = 306 = 4PV + (V= kVR)- (61 — 0% V)

Somit
k

50 =TT ew (o (6 - 402w ) - ()™

7=1 v

(n)
Y;

Klar: fiir jedes n € N sind Y™, V™, ... iid.
Spezialfall: §; zweipunktverteilt. Dann ist Sli%, k € Ny, der Aktienpreisprozef3 in
einem Cox-Ross-Rubinstein-Modell, siche Beispiel 1.7. Im Falle P({{; = +o}) = %

nimmt Yj(n) jeweils mit Wahrscheinlichkeit % die Werte

exp(£0/ Vi) - exp(—1L 0%/n)

all.
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