Kapitel 11

Brownsche Bewegung

Literatur:
Karatzas, Shreve (1999, Chap. 2).

Gegeben: Wahrscheinlichkeitsraum (£2,2(, P) mit Filtration § = (§;)er, wobei I =
[0, o0.

Definition 1. W = (W,);c; Brownsche Bewegung (Wiener-Prozefl) bzgl. §, falls

(i) W reellwertig mit stetigen Pfaden,

)
(ii) W adaptiert an §,
(iii) Wy =0,

)

(iv) fir 0 < s < tist W, — Wi

(a) unabhingig von Fs,
(b) N(0,t — s)-verteilt’.

Bemerkung 1. Brownsche Bewegungen sind Prozesse mit stationéren, unabhéngigen
Inkrementen, vgl. Beispiel 1.12. Ferner besitzen alle Brownschen Bewegungen dieselbe
Verteilung auf (R?, B(R)), siche Bemerkung 1.13.(ii).

Proposition 1. W € M5 und (W), =¢.

Beweis. ? Vgl. Beweise fiir den kompensierten Poisson-Prozefl (mit A = 1), siche Bsp.
1.6 und Ubung 2.3.b. Zum Nachweis der Martingaleigenschaft benétigt: (iv.a) und
E(W; — Wy) = 0. Zur Bestimmung der quadratischen Variation benétigt: (iv.a) und
E(W, —Wy)? = |t — s|. O

Die endlich-dimensionalen Randverteilungen einer Brownschen Bewegung sind wie
folgt gegeben.

LN (m, K) ist die Normalverteilung auf (R, B (R")) mit Mittelwert m € R™ und Kovarianzmatrix
K € R"™ (n = 1: Varianz K). Siehe Génssler, Stute (1977, Kap. 1.19)
2Siehe auch Karatzas, Shreve (1999, Exercise 1.5.20)
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Lemma 1. Sei W Brownsche Bewegung und

K = (min(t;, ;) )1<ij<n (1)
mit paarweise verschiedenen tq,...,t, € I. Dann:

Wi, ..., W, sind gemeinsam N (0, K)-verteilt.
Beweis. Gelte 0 <ty < --- < t,. Setze
Z=Wy,...,W.), Y =W, —Wo, Wy, =Wy, ..., Wy, =W, )
sowie
A= -,

1 ... 1
Mit Beispiel 1 und (iv.b) folgt: Y ist N(0, D)-verteilt mit

t1 -0 0
D= -
0 Zfn_tnfl

We. (iii) gilt Z = A-Y. Somit ist Z N(m, K)-verteilt mit m = A-0 =0 und

t1 t1 ... t
, t1 to ... t9 )
K=A-D-A=|_ 7" 7| =min(t,t))i<ij<n-
toty ..

1 Eine Konstruktion der Brownschen Bewegung

Hier: mit Hilfe des Konsistenzsatzes von Kolmogorov.

Proposition 2. Es existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf (R, B(R)"), so
daf fiir den kanonischen Prozefl (W, )sc; auf (RY, B(R)!, Q) gilt

(i) Wo =0 Q-fs.,
(ii) W besitzt unabhéngige Inkremente,
(iii) W, — W, ist N(0,t — s)-verteilt fiir 0 < s < t.

Beweis. Fiir vy = N(0,t — s) ist Satz 1.16 anwendbar. O
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Der Pfadraum von W ist viel zu grofl. Die anderen Eigenschaften der Brownschen
Bewegung (bzgl. der kanonischen Filtration) sind hingegen erreicht. Zur Verifikation
von (iv).(a) verwendet man Lemma 1.5.

Frage: Gilt C(I) € B(R)! und P(C(I)) = 1?7 Antwort: Nein, da
VAeBR)Y: AcCc() = A=0.
Satz 1 (Kolmogorov-Chentsov). Der Prozef ()?t)te[o,T] erfiille?

E|X, — X|*
Ja,6>0: sup ——— < o0.
5,t€[0,T) |5 — t[1+7

Dann existiert fiir jedes
v €10,8/af

eine Modifikation (X;)¢co,r) von X , eine positive Zufallsvariable h sowie § > 0, so dafl
fiir alle w € 0 gilt*:

K@) =X _ o)

0<|t—s|<h(w) |S - th N
Beweis. Fiir € > 0 gilt®

PH{|X, = X,| >e}) <e ™ E|X,— X,|* <& |s— |

P-stoch &

Also: )?sn = X, falls s, — t.
Nun der Einfachheit halber: T'= 1. Wihle v € ]0, #/a[. Dann

277.
X n — X n| > 2777 = Y n — Y W > 9—m

k=1
271
< Z gvna 9—n(1+8) _ 9-n(f—ya)
k=1
Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt die Existenz von * € A mit P(2*) = 1 und
n* : Q — N meBbar, so daf fiir alle w € Q* gilt

Vn>n'(w): max |)zk/2n(w) - )A(:(k-_]_)/Qn (W) <277,

Setze
D,={k/2":k=0,....,2"}, D= ] D,

n€eNg
sowie h(w) = 27" @), Man zeigt nun® fiir w € Q* und s,t € D mit |s — t| < h(w)
2

1K) = Kulw)| £ 5= ls —
0

3Verschirfung fiir Gau-Prozesse, siehe Adler (1981).
4alle Pfade sind lokal Holder-stetig mit Exponent ~.
°< fiir O(...).

Details bei Karatzas, Shreve (1999, p. 54, 55)
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Also ist X. (w) fiir jedes w € Q* auf D gleichméBig stetig und somit eindeutig zu einer
gleichméBig stetigen Abbildung X .(w) : [0, 1] — R fortsetzbar. Fiir w € Q \ Q* setzen
wir X;(w) =0.
Klar: X ist ein stochastischer Proze83, der (2) erfiillt. Fiir ¢t € D gilt

P{X, = X,}) > P() = 1.

Fiir t € [0,1] \ D und Folgen (s,)nen in D mit s, — ¢ gilt

S P-stoch. & >  P-fs
=

Xsn Xt N Xsn —>.Xt.

Also: )Aft = X; P-fs. O

Satz 2. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (R, B(R)’, Q) aus Proposition 2 existiert
ein Prozef3, der bzgl. seiner kanonischen Filtration eine Brownsche Bewegung ist.

Beweis. Betrachte den o.g. Wahrscheinlichkeitsraum. Es gilt fiir 0 < s <t

E(|W, — W;|%)

:;/m ly|* exp - dy
V21t —5) J oo 2(t — s)
= (t—S)“/Q-%Q—W/ ly|* exp(—3y%) dy.

Wihle a > 2 und 8 = a/2 — 1 sowie T > 0. Dann existiert gemif Satz 1 eine
Modifikation (W[ )iejor) von (Wy)iep,r) mit stetigen Pfaden. Setze

Qr = ﬂ {Wt = WtT}

teQN[0,T]
und
Q=)
TeN
Dann N
Q) =1,

und fiir w € © und ganzzahlige 0 < T7 < Ty sowie t € [0,T}] gilt
W (w) = W (w).
Somit ist . _
W) = {th (W), gi z Z g und T € NN [t, 00

wohldefiniert und W ist eine Modifikation von W.

Betrachte die kanonische Filtration § = (§}" ):e;. Klar: die Eigenschaften (i), (ii), (iii),
(iv.b) der Brownschen Bewegung sind erfiillt und W besitzt unabhéngige Inkremente.
Wende Lemma [.5 an, um (iv.a) zu erhalten. O

Fiir jedes v < % sind die Pfade einer Brownschen Bewegung f.s. lokal Holder-stetig mit
Exponent . Man wéhle hierzu in obigem Beweis « hinreichend groff und § = o/2—1.
Es gilt lim, .o 8/a = % Wir sehen spéter, dafl diese Glattheitsaussage scharf — bis
auf logarithmische Terme — ist.
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2 Das Wiener Mafl und das Donskersche
Invarianzprinzip

2.1 Das Wiener-Mafl

Zunichst: das kanonische Modell fiir die Brownsche Bewegung.
Setze

[e.9]

o(fi f2) = Zzinm[ax]mmqfl() ROLY,  fiecq).

Proposition 3. (C(I), p) ist ein vollstéindiger separabler metrischer Raum”.
Beweis. Unter Verwendung der entsprechenden Eigenschaften im kompakten Fall. [

Wir betrachten im folgenden stets obige Metrik auf C'(I) und die zugehérige Topologie
samt Borelscher o-Algebra B(C([)).

Proposition 4.
BCUI) =o({f— f(t):teT}).
Beweis. Sei ® = o({f + f(t):t € I}). Fiir jedes t € I ist f — f(t) stetig und somit
Borel-mefibar. Also folgt: & C B(C(1)).
Wir zeigen:

® enthélt alle offenen Kugeln. (3)

Ersetze in p(-, fo) die Maxima iiber [0,n] durch die Suprema iiber [0, ] N Q. Man
erhélt so eine &-meBbare Abbildung p(-, fo), und es gilt p(-, fo) = p(-, fo). Hiermit
folgt (3).

In jedem separablen metrischen Raum gilt: jede offene Menge ist abzédhlbare Vereini-

gung von offenen Kugeln. Mit (3) folgt: & enthélt alle offenen Teilmengen von C(7).
Also: B(C(I)) C &. O

Obige Ergebnisse gelten analog® im Falle einer Indexmenge [0, T]. Fiir A C C(I)
Aco({f—f(t):t€[0,T]}) < 3IBeBC(0,1]): A= {flpr € B} (4)

Betrachte Proze (X;);c; mit stetigen Pfaden auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,2, P). Dann ist
UV:Q—-C():wr— X (w)

wohldefiniert und Proposition 4 sichert die %4-B(C(I))-MefBibarkeit von W.

Definition 2. In obiger Situation heifit WP die Verteilung® von X (auf dem Raum
(C(1),B(C(1))))-

"Konvergenz: gleichmiifiige Konvergenz auf beliebigen Kompakta.
8Normierter Raum (C([0,T]), | - |lso)-
WP(A) = P(U1A) = P({w e Q: X .(w) € A}) fiir A € B(C(I)).
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Im folgenden studieren wir Verteilungen auf (C'(1),B(C(1))).

Lemma 2. Gegeben Prozesse X@ auf (Q®, @) P®) mit stetigen Pfaden, i = 1,2.
Dann sind dquivalent

(i) XM, X besitzen dieselben endlich-dimensionalen Randverteilungen,

(ii) die Verteilungen von X und X® stimmen iiberein.

Beweis. ,(ii) = (i)“ klar.
(1) = (ii)“: Die Zylindermengen

{fec):(ft),.... f(tn)) € A}

mit n € N, ¢; € [ und A € B(R") bilden gemifi Proposition 4 einen N-stabilen
Erzeuger von B(C(I)). Nach Voraussetzung stimmen hierauf die Verteilungen von
X® und X iiberein. Verwende den Eindeutigkeitssatz fiir WahrscheinlichkeitsmaSe,
siche Génssler, Stute (1977, Satz 1.4.10). O

Definition 3. Das Wiener-Maf§ P, ist die Verteilung einer Brownschen Bewegung.

Wir halten fest: der durch Wi(f) = f(t) auf (C(I),B(C(I)), Pi) definierte Prozefl
ist eine Brownsche Bewegung beziiglich seiner kanonischen Filtration; genannt: das
kanonische Modell der Brownschen Bewegung. Der Beweis von (iv.a) beruht auf Lem-
ma [.5; der Rest ist klar. Siehe (4) zur kanonischen Filtration.

2.2 Schwache Konvergenz

Im folgenden: (M, p) metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra B(M). Bez.: (M)
Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf (M, B(M)).

Definition 4. Folge (P,)nen in M(M) konvergiert schwach gegen P € (M), falls

lim [ ¢dP,= / pdP (5)
fiir alle stetigen beschréankten Abbildungen ¢ : M — R. Bez.: P, — P.

Erinnerung Zentraler Grenzwertsatz: schwache Konvergenz der Verteilungen von stan-
dardisierten Partialsummen gegen die Standard-Normalverteilung.

Proposition 5. Aquivalent sind!®

(i) P — P,

(ii) (5) gilt fiir alle gleichméfig stetigen beschrankten Abbildungen ¢ : M — R.
(iii) VA C M offen: liminf P,(A) > P(A),

n—oo

10Notation: 9A Rand von A.
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(iv) VAEB(M): POA)=0 = lim P,(A) = P(A).

n—oo

Beweis. Siehe Géanssler, Stute (1977, p. 342-344). O

Fortan (M, p) vollstdndig und separabel.

Proposition 6. Es existiert eine Metrik A auf 9(M), so daBl (9(M), A) vollstandig
und separabel ist und

P,—P o lim AP, P)=0
fir alle P, Py,... € M(M) gilt.
Beweis. Siehe Parthasarathy (1967, Sec. 11.6). O

Somit: der schwache Limes ist eindeutig bestimmt.
Im folgenden stets obige Metrik auf (M ).

Definition 5. IT C 9M(M) heifit straff, falls
Ve>0 3K CM kompakt VP ell: P(K)>1—c¢.
Satz 1.14 sichert, daf einelementige Teilmengen straff sind.
Satz 3 (Prohorov). Fiir IT C 9(M)
IT relativ kompakt < 1I straff.

Beweis. Siehe Parthasarathy (1967, p. 48-49). O

2.3 Das Donskersche Invarianzprinzip

Funktionale Version des Zentralen Grenzwertsatzes.

Gegeben (&) en reellwertig, iid. auf Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit
E(&) =0,  EB(&)=0"€]0,00[.

J

Definiere X : Q — C(I) durch!

X@H =Y 4w), kel

und

Xw)t)=0t—k) - X(w)(k+1)+(k+1-1) X(w)(k)
= X(w)(k) + (t — k) - &1, t ek k+1].

HStiickweise lineare Interpolation der zugehorigen Irrfahrt.
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Skaliere wie folgt

1
S
o\vn

Proposition 4 sichert die 2A-%8(C(I))-MeBSbarkeit von X und X™ und diese Abbil-
dungen definieren Prozesse mit stetigen Pfaden!?.

Fir s=k/nund t = ¢/n mit k, ¢ € Ny und k < ¢ gilt

XM (w)(t) (w)(n-t), tel, neN

n n 1
Xt()—Xs()_m'(ka+"'+&)-

Also
EXM™-xy =0, EBX™-XM)?=t—5s

S

und X" — X ist unabhingig von
(n)
SSX :U({€17--'7€k})‘

Beachte

n

n 1
X1( ):Zn'fk-

k=1
Der Zentrale Grenzwertsatz zeigt

x"p - N(0,1).

Satz 4 (Donsker). Sei P, = X(™ P die Verteilung von X, und sei P, das Wiener-
Maf}. Dann
P, — P..

Beweisskizze. Details bei Karatzas, Shreve (1999, Sec. 2.4).

We. Proposition 6 ist zu zeigen: jede Teilfolge von (P,),en besitzt eine Teilfolge, die
gegen P, konvergiert.

Betrachte den Stetigkeitsmodul

my(f;0) =sup{|f(r) — f(s)| :r,s €0,t], |r—s| <d})

von f € C(I) auf [0,t]. Satz 3 und der Satz von Arzela-Ascoli fithren auf folgendes
Kompaktheitskriterium fiir beliebige Folgen (@, )nen in 9M(C(I)). Aquivalent sind

1. {Q, : n € N} straff,

2.
Tim sup @ ({1(0)] > A}) = 0
—X neN

und
lim sup Qn ({m4(f;0) > €}) =0

—0 neN

firallee >0und ¢t € I.

12Schreibe X;(w) = X (w)(t). Analog fiir X (™)
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Man verifiziert 2.) fiir P, = @,,, und somit gilt: jede Teilfolge von (P,),en besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Betrachte nun die ,,endlich-dimensionalen Randverteilungen* der Mafle P,. Dazu sei

Tyt () = R f = (f(ta), .., ()
fir k € Nund tq,...,t; € I paarweise verschieden. Fiir alle k£ und ¢; zeigt man
Tty,..., tkP - N(O K)

wobei K durch (1) gegeben ist!3. Damit folgt die Unabhiingigkeit des Grenzwertes
von den betrachteten Teilfolgen, vgl. Lemma 2. Ebenso folgt, dafi dieser Grenzwert
das Wiener-Ma# ist. O

Beachte: Obiger Beweis beinhaltet eine weitere Konstruktion der Brownschen Bewe-
gung (und des Wiener-Mafes).

Satz 4 ermoglicht die ndherungsweise Berechnung von Funktionalen der Brownschen
Bewegung z. Bsp. mittels Monte-Carlo-Methoden (Simulation von Irrfahrten).

3 Markov-Eigenschaft der Brownschen Bewegung

Gegeben: Wahrscheinlichkeitsraum (2,2(, P) mit Filtration § = (§:)ies sowie d € N
und Wahrscheinlichkeitsmaf$} p auf (R, B(R9)).

3.1 Mehrdimensionale Brownsche Bewegung

Definition 6. W = (W,),c; d-dimensionale Brownsche Bewegung bzgl. § mit Start-
verteilung p, falls

(i) W Re-wertig mit stetigen Pfaden,
(ii) W adaptiert an F,
(i) WoP = .
(iv) fur 0 < s < tist Wy — W,
(a) unabhéngig von §,
(b) N(0O, (t — s)Id,)-verteilt.

Speziell falls u({x}) = 1: d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Startpunkt x € R,

BFiir k =t; = 1 ist dies der Zentrale Grenzwertsatz.
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