Anhang A

Funktionen von beschriankter
Variation und das
Lebesgue-Stieltjes-Integral

Literatur:
Floret (1981), Heuser (2001).

Fiir f: R — R und a < b setzen wir

m

VA =sup{ 3" 1S () = flts)| i m €N, a=tg < -+ <ty = b},

k=1

Definition 1. f von beschrinkter Variation (b.V.), falls
Va<b: VE(f) < .
Satz 1 (Jordanscher Zerlegungssatz). Aquivalent sind
(i) f b.V. (und rechtsseitig stetig),
(ii) 3 fi1, f> monoton wachsend (und rechtsseitig stetig) mit f = f; — fo.

Zu f b.V. und rechtsseitig stetig sowie f1, fo wie oben erhélt man ein signiertes Maf3
pr auf {A € B(R) : A beschriankt} per

py(Ju, v]) = (fr(v) = fi(w) = (fa(v) = fa(u)), u<w.
Satz 2 (Rieszscher Darstellungssatz auf R). Durch
[y
wird eine lineare Bijektion
{f : f b.V. und rechtsseitig stetig, f(0) =0} — {u : p signiertes Maf auf B(R)}

definiert.
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Integrale bzgl. signierter Mafle werden als Differenz der Integrale bzgl. des Positiv-
und des Negativteils des Mafles definiert. Betrachten wir ohne Einschréinkung ein
signiertes Mafl p1y mit f = fi — fo wie oben, so ist dessen Positiv- und Negativteil
durch pif, und gy, , also durch die nicht-negativen Mafle mit den Verteilungsfunktionen
f1 und fy gegeben.

Falls fiir eine meBbare Funktion g : R — R mit kompaktem Trager die Integrale
beziiglich py und gy, existieren, bezeichnet man

/gdf—/gduf—/gdufl—/gduh
R R R R

als Lebesgue-Stieltjes Integral von g bzgl. f. Im Spezialfall einer stetigen Funktion g
mit kompaktem Trager liegt ein sogenanntes Riemann-Stieltjes-Integral vor, das sich
als Grenzwert von Riemann-Stieltjes-Summen berechnen lafit.

77



