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5. Aufgabenblatt zur Vorlesung

”
Stochastische Analysis“

1. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf der Borelschen σ-Algebra eines separablen metrischen
Raumes M .

a) Zeigen Sie, daß genau eine abgeschlossene Menge A ⊂ M mit folgenden Eigenschaften
existiert: P (A) = 1 und

∀ B ⊂ M abgeschlossen : P (B) = 1 ⇒ A ⊂ B.

b) Zeigen Sie, daß obige Menge A die Menge aller Punkte aus M ist, für die alle offenen
Umgebungen positives Maß haben.

2. Für 0 ≤ s < t sei K(s, ·, t, ·) ein Markov-Kern von (R, B) nach (R, B). Ferner gelte für
0 ≤ r < s < t, x ∈ R und B ∈ B

K(r, x, t, B) =

∫
R

K(s, y, t, B) K(r, x, s, dy).

a) Zeigen Sie, daß für jedes Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf (R, B) ein stochastischer Prozeß
(Xt)t≥0 auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, A, P ) existiert, der

P ({Xt0 ≤ x0 ∧ . . . Xtn ≤ xn})

=

∫
]−∞,x0]

∫
]−∞,x1]

. . .

∫
]−∞,xn−1]

K(tn−1, yn−1, tn, ]−∞, xn]) K(tn−2, yn−2, tn−1, dyn−1) . . . K(t0, y0, t1, dy1) µ(dy0)

für 0 = t0 < . . . < tn und x0, . . . , xn ∈ R erfüllt.

b) Zeigen Sie für jeden Wahrscheinlichkeitsraum und jeden Prozeß gemäß a)

P ({Xt ∈ B} | Xs = ·) = K(s, ·, t, B)

für 0 ≤ s < t und B ∈ B.

c) Wie lassen sich mit dem Ergebnis aus a) Prozesse mit unabängigen stationären Inkrementen
konstruieren? Vergleichen Sie a) und b) mit dem Satz von Ionescu-Tulcea.


