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Hohere Mathematik |
Probeklausur mit Lésungshinweisen

Bitte alle Blitter mit Namen versehen, fortlaufend Name:
numerieren und am Schluss in die einmal gefal-
teten Aufgabenblitter legen. Alle Ergebnisse
sind zu begriinden. Insbesondere werden Lo- Matr-Nr.:

Vorname:

sungswege bewertet. Fachrichtung:
’ Aufgabe \ K1 \ K2 \ K3 \ K4 \ K5 \ K6 \ K7 \ Gesamt \ Note ‘
mogl. Punktzahl 8 10 10 10 10 10 10 68

err. Punktzahl

e Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten.
e Alle Blditter diirfen nur einseitig beschrieben werden.
o Losungsschritte und Teilergebnisse sind ausreichend zu begriinden.

o Alle Ergebnisse/Siitze, die nicht Inhalt der Vorlesung waren, miissen begriindet wer-
den!

o Als schriftliche Aufzeichnungen sind 4 handschriftliche DIN A4-Seiten zugelassen.
Diese sind zu nummerieren und mit dem Namen zu versehen.

e Sonstige Hilfsmittel sind nicht erlaubt.
e Mobiltelefone sind ausgeschaltet in einer Tasche zu verstauen.

e Viel Erfolg!



(K 1) (8 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Kreuzen Sie bitte nur die richtigen
Aussagen an. Pro Teilaufgabe konnen Sie maximal 2 Punkte erhalten, wenn alle vier Késtchen richtig
beantwortet sind. Fiir jede falsche Antwort erhalten Sie einen Punkt abzug. Sie konnen minimal 0 Punkte
erhalten.

Sei f: R — R ein Funktion.

(a) f ist streng monoton = f ist surjektiv
f ist streng monoton = f ist injektiv
f ist streng monoton = f ist bijektiv
f ist streng monoton = f ist stetig
(b) f ist surektiv = f ist streng monoton
f ist injektiv = f ist streng monoton

f ist bijektiv = f ist streng monoton

Dodno OgxEd

f ist stetig = f ist streng monoton

Sei

—

an) C R eine Folge.
(c)

(an) ist konvergent = (a,) ist beschrinkt
(an)

(an)
(@n)

a,) ist konvergent = (b, ) mit b, = a2 ist konvergent

ist konvergent = (a,) ist ein Cauchy-Folge
ist konvergent = (a,) ist eine Nullfolge

(d)

ap) ist Beschrinkt = (a,) ist konvergent

ay) ist eine Nullfolge = (a,) ist konvergent

OHXO HMUOKXM

(an)
(ay) ist ein Cauchy Folge = (a,) ist konvergent
(an)
(bn)

b,) mit b, = a? ist konvergent = (a,) ist konvergent
(K 2) (10 Punkte)

Sei f: R — R ein Funktion und xp € R. Wann heif3it f stetig in xo? Geben Sie zwei Charakterisierungen
an.

LOSUNG:

Charakterisierung 1)

f heiBt stetig in xo falls fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 so das fiir jedes x € R mit |xo —x| < & gilt
|f (x) — f (x0)] < €. (Kann man auch so formulieren: Ve > 036 > 0 sodas [x —xg| < 6 = |f (x) — f (x0)| <
€).

Charakterisierung 2)

f heift stetig in xo falls fiir jedes konvergente Folge (x,) C R mit lim,_.x, = xo gilt lim, e f (x,) =

f (xo).



(K 3) (10 Punkte)
Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Konvergenz und geben Sie falls existent den Grenzwert an.

— __ 34l
@) an = w+nt+nd+n2+1°
_ 24n?—1
(b) bp= 2n2+5n°
(C) Cn = 311’

(d) dy=V2n(Vn+2—/n).

LOSUNG:

()

3 +2n+1 n}(3+2n724n73)
B+ +1 S (l4n ' +n2+nd+n))
1 (3+2n_2+n_3)
2 (14+nT4+n2+n3+n>)
lima, — lim— lim Bt+2n2+n7)
n—oo n—eop?n—es (14+n~1+n24n3+n>3)
1 3+0+0 1

— lim — =3 1im — =0.
e 2 10404010 " nen?

Antwort: lim,, .. a, = 0.

(b)
24n* —1

(24—-n%) 24— 24
22+ 5n

2

n
:—2 = _>n*>007:12.

n

bn -1 5
(2+5n1) 2+2 2

Antwort: lim,_..b,, = 12.
(©) ¢, =3" — oo fiirn — oo,
Antwort: ¢, is divergient, d.h. die Grenzwert existiert nicht (ist unendlich).

(d)
dy = Von(VaT2-vi)

Van (Vat 2 - i) (V2T n+ )
(V2+n+/n)
V2n(n+2—n) N R

(V2+n+vn) V24n+yn

Jio1
= 2\/577
V14314201
1 2\@
- N2, NE_ )2
1+Vit2n T "7 2

Antwort: 1im,,_ed, = v/2.



(K 4) (10 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Partialsummen der Reihe

und zeigen Sie, dass die Reihe konvergiert.
(b) Zeigen Sie, dass die Reihe

; 3+4\f

konvergiert.

LOSUNG:

(a) Die Partialsummen s, von Y~ a; sind durch s, = Y';_, ax definiert. In dieses fall haben wir

o o= Y

und also gilt s,, — 1 fiir n — oo. Es folgt daf} die Reihe konvergiert und

Zak— lim s, = 1.

n—o0

. . . o . k 1 _
(b) Die Reihe zu untersuchen ist } 7~ ; ax mit a; = Ve 4\[ Es gilt daB a; = eV k2+4/\[ <g= by

und wir wissen aus die Vorlesung daB Y5> by = Y5, - 7z konvergiert. Aus das Majorantkriterium folgt
dann daB };” | a; auch konvergiert.

(K 5) (10 Punkte)
Zeigen Sie mit Induktion, daf3

n
1

Z k— (n+1)

k=1 2
fur jede n > 1 gilt.
LOSUNG:
Wir wollen Zeigen das die Aussage:

u n(n+1)
A(n) Z k= 7
k=1
n(n+1)

fiir jede n > 1 stimmt. Seien L, =Y}, kund R, = die Linke bzw. Rechte seite von A (n).



Induktionsanfang: L; :Z}C:l k=1lund R = 1(1;” =1=L; =R, = A(]) ist wahr.
Induktionsschritt: Nehme an daB8 A (n) ist wahr, d.h. L, = Y}, k = R,,. Dann folgt daf

n+1 n
Lin=Yk = Ykth+1]=
k=1 k=1
(benutze die Induktionsannahme: L, = R;,)
1 1
= Rn+n+1:@+n+1=¥[n+2]
(n+1)(n+2)
= 5 =Rut1-

Also A (n+1) ist auch war.

Wir haben gezeigt daB A (1) ist wahr und falls A (n) wahr ist, dann ist auch A (n+ 1) wahr. Aus der
Induktionsprinzip folgt daB A (n) fiir jede n > 1 wahr ist. D.h.

n

1
Y k= M,ﬁirjedenz 1.
k=1 2

(K 6) (10 Punkte)

Zeigen Sie, daB die Funktion f (x) = xsinx + 3x — 1 mindestens eine Nullstelle in [0, 1] hat.

LOSUNG:

Es gilt £(0) = —1 f(1) =3 —1=2. Aus der Zwischenwertsatz folgt daB f (x) jede wert zwischen —1
und 2 in der interval [0, 1] nehmen mii. Insbesondere miiff f die Wert O in diese Intervall nehmen. D.h.
f (x0) = 0 fiir anmindestens ein xo € [0,1].

(K'7) (10 Punkte)

Sind folgende Funktionen surjektiv? Sind sie injektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort! Bestimmen Sie, falls
moglich, die Umkehrfunktion.

(@ f:Q— Qmit f(x)=4x+1,

(b) f:Z—Zmit f(x)=4x+1,

(©) g:QN[0,00) — QN[0,0) mit g (x) = x2,
(@) g:[0,%) —[0,%) mit g (x) = %

LOSUNG:

(@ Falls f(x) = f(¥X) = 4x+1=4x"4+1 = x=x' = f ist injektiv. Und weil die Umkehrfunktion
1y = %1 ist fiir jede y € Q definiert so ist f auch surjektiv. Also ist f bijektiv.

(b) Falls f(x) = f(¥) = 4x+1=4x+1 = 4x = 4x' = x =« so f ist injektiv. Aber weil f(x) =1
mod 4 ist z.B. y = 4 nicht in der Bild von f und f ist damit nicht surjektiv. (Also f ist nicht bijektiv).

(c) Falls g (x) = g(x')= x> = x> = 4x = £’ aber x und x’ sind beide > 0 = x = ¥’ = g ist injektiv.
Aber v/2 ¢ Q = 2 ist nicht in der Bild von g = g ist nicht surjektiv.

(d) Weil die umkehrfunktion g~! (y) = \/y ist fiir jede y € [0,0) definiert und ,/y € [0,c0) folgt daB g ist
bijektiv (also surjektiv und injektiv).



