Analysis II fiir M, HLM, Ph

14. Ubung

Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G 42 Oberflichenintegral
Berechne die Oberfliche der Kugel Br(0) C R? mit Mittelpunkt 0 und Radius R € R.

Die Kugel Br(0) C R® mit Radius R kann iiber K = [0,2n] x [-%,%] C G = R? durch

COS U1 COS Ug
or(u) = R- | sinujcosus
sin ug

parametrisiert werden. Jetzt folgt

—sinuj cosug — cosui Sin ug oS U1 OS2 uy
Dor=R- COSU] COSUs  — Sinwug sinug ,Np = R? | sinwug cos? us
0 COS U9 sin ug cos U9

Also gilt N = R - cosus - ¢r(u1,uz) = R? cosuapy(uy,uz) und damit |[N| = R?| cosug|. Die
Kugel ist bei K = [0,2n] x [-3,%] C G = R? durch
COS U] COS Ug
¢r(u) = R- | sinujcosus
sin ug

parametrisiert werden. Jetzt folgt

—sinuy cosug — cosup Sin ug cos uq cos? uy
Dor=R- COS U] COSU9  — Sinug sin us ,Np = R?| sin uy cos? ug
0 COS U9 sin ug cos ug

Also gilt N = R - cosusy - ¢r(uy,uz) = R? cosuagi(u1,uz) und damit |[N| = R?|cosus|. Die
Kugel ist bei der hier gewédhlten Parametrisierung im Nord- und Siidpol degeneriert, dies
wird aber fiir die Berechnung der Oberfliiche keine Bedeutung haben. Uber die Definition
des Oberfldchenintegrals erhalten wir nun

27 z
|0BRr(0)| = / R? cos ugdu = R? / duy /2 cos updug = R4,
K 0 -

Wl

G 43 Volumen des Korpers
1. Sei Q := {(z,y) € R? : 22 <y, y? < 2} und ein Vektorfeld f : R? — R? f(z,y) =
(z +y?, 2® — 2zy)T gegeben. Berechne [, f(s)dS(s) mit Hilfe des Gauischen Satzes.

2. Sei ein Vektorfeld v = (2,2 + v,z +y + 2)7 gegeben. Berechne die Zirkulation von
v, d.h. das Integral fwv(x) - 7(z)ds(x), wobei 7(z) ein Tangenteneinheitsvektor an -y
ist, lings der Schnittkurve v der oberen Hemisphire z? + 32 + 22 = 1, z > 0 mit der
(z,y)-Ebene.

Hinweis: Nehme den Satz von Stokes zu Hilfe!
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L f(z,y) = (P(z,y),Q(x,y))".

oo =[] (52
= /Oldx/xf(2x—2y—2y)dy

1 =z 1
= Z/O(xy—yQ) ‘z:ﬁ dmzZ/O(x T —x— a2+ at)de

_ 2 50 1 4 }1_
= 2(5m —2x—4x —|—5x)0_2 S ——

2. Fiir die obere Hemisphire und die (x,y)-Ebene (Normalenrichtungen ,nach oben)
ergibt sich (0K =)

/v-dssitz/(rotv-n)d //rotv egdxdy—// 0 dxdy = 7.
0 K

G 44 Satz von Gaufl
Berechne den Fluss des Feldes v = (zy?, 2%y, y)! durch die Oberfliiche des Zylinderabschnitts
B={(z,y,2): 22 +y?> <1, —1 < z < 1}. Bestimme die Quellpunkte von v.

ny

Der Fluss des Feldes v = | 2%y | durch die Oberfliiche des Zylinderabschnitts B betréigt

//(v -n)ds = ///(+v)dv = ///(x2 + y?)dzdydz = .
S B B

Zylinerkoordinaten (z = rcosy,y = rsinp,z = z, dV = rdrdedz). Berechnen wir jetzt
das Oberfléichenintegral [[(v-n)ds. Die Parametrisierung von 0B ist
S

cos ¢
F(p,z) = sing : [0,27] x [-1,1] —» R?
—_—
z

=D

n = F,x F, = (cosy,sin 0,07,

//v‘nda = //UF F,)dpdz
0B

dann gilt

1 o cos psin? ¢ Cos
= / / dz [ cos? psing | - | sinp | dp
—1J/0 sin ¢ 0

2m cos? = 1(1 + cos?
= 2/ 2c052gpsin2<pd¢: [ ‘ ;0 2(1 %)
0

sin® p = 5(a — cos? @)
27 1
= / <7+cos4<p>dg0:7r.
0 2
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v =22 4+y% # 0 fiir (z,y) # (0,0) = jeder Punkt auBerhalb der z-Achse ist ein Quellpunkt.



