Analysis II fiir M, HLM, Ph

9. Ubung

Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G 25 Differenzierbarkeit
Es sei f:R? — R mit

; 1 .
fz,y) = (22 + y?) - sin (\/@) fir (z,y)#0
0 fiir ($, y) =0

gegeben. Zeige

° g—i :R? — R? und % : R? — R? existieren, sind aber im Nullpunkt nicht stetig.
e f ist im Nullpunkt differenzierbar.

Sei (z,y) # (0,0). Dann gilt

= 2z sin(

ox

= 2z sin(

) — cos ).
x2_|_y2 /$2+y2 /x2_|_y2

Sei y = 0. Dann hat man

_ h?sin L
f(O+ h,0) — £(0,0) _ h :hsini h=0, o

h h Ih|

Somit ist existiert die partielle Ableitung nach x.
Sei a,, = (52, 0). Dann gilt a,, — (0,0) aber

2nm?
of B . n—oo _of
%(an)—o cos2nm =1 1#0——856(0,0).

Also ist % unstetig. Fiir die Ableitung nach y geht alles genauso.
Wir zeigen nun, dass die Ableitung 0 ist. Es gilt fiir h = (hy, ha) # (0,0)

[y 1
DT

1

VI3 +h3

(h§+h§).sin< )‘g h2+h2 =%

Also gilt
f(O+h)=04+0h+ f(h) = f(0,0) + df(0,0)h + f(h)

und f ist in (0,0) differenzierbar.

G 26 Partielle Differenzierbarkeit
Die Funktion F : RZ — R sei definiert durch

222
F(x,y) = myﬁ, falls (xvy) 7é (070)7
0, falls  (x,y) = (0,0).

Zeige, dass F' iiberall zweimal partiell differenzierbar ist, dass aber gilt (D2D1F)(0,0) #
(D1 D2 F)(0,0).
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G 27

Wir berechnen einfach die ersten partiellen Ableitungen fiir (z,y) # (0,0) (iiber die Pro-
duktregel):

2 2 2
Tt —y 4xy
D\ F = y-
(D1F)(z,y) V' oET e T
22 — 2 —dgy?

(D2F)(z,y) = =

Fiir (z,y) # (0,0) kann man offensichtlich jeweils in &hnlicher Weise die Ableitung nach x
bzw. y bestimmen. Die Funktion F' ist also zweimal partiell differenzierbar. Nun bestimmen
wir die Ableitungen in (0,0): Es gilt

(DQDlF)(0,0) = (DQ(DIF))(O,O) _ ]lllino (DlF)(O, h) Z (DlF)(0,0)

(DID2F)(0,0) = (Di(D2F))(0,0) = Jim (P2F) 0 (D)0,

Wir bestimmten also zunéchst (D1 F)(0,0) und (D2 F")(0,0):

_ F(h,0)—F(0,00 . 0-0
D F = 1 frnd 1 m — =

und ebenso (D2 F)(0,0) = 0. Zusammen mit den berechneten ersten partiellen Ableitungen
von f (siehe oben) folgt dann

R iy
DyD1 F = i 0+h =
(D2D1F')(0,0) Jim, .
und 2o
h' 2_ +O_O
DDy F =1 h*+0 =1
(D1D2F)(0,0) lim N
Kettenregel

Seien X C R” offen und Y C R™ offen und beschrinkt. Sei f : X x Y — R eine stetige
Funktion, die auf X x Y differenzierbar ist.

Berechne in jedem Punkt x € X die Ableitung der Funktion

yey

wobei £ : X — R™ mit im(§) C Y eine stetig differenzierbare Funktion ist.

Leth = (81f7"’78kf78]€+1f7"'78k+nf) = (Dxfa-Dyf) andg : Rk _>Rk+n7 T — (l’,f(.’ﬂ))
Then

1 ... 0
8151 3/@51
Ol o e Opbn
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Therefore we get by using the chain rule for any v € RF

Dm(x)v = Df(g(z))v = Df(g(x)Dg(x)v
= Daf(g9(x))v+ Dy f(g(x))DE(x)v

= (&f(g(w))vi + 3zf(9(93))3i£($)vz‘>
=1 i=1

Hausiibung

H 25 Loésung der Wirmeleitungsgleichung (2 Punkte)
Zeige, dass die Funktion

2
—ll=|l

F(z,t):=t % e # firzecR",tecR"
eine Losung der Wirmeleitungsgleichung ist!, d.h. sie erfiillt

oF

AF — =
ot

0.

Wir berechnen erst einmal das Bild des Laplace-Operator von F: Um AF =Y " | 3225 zZu
bestimmen, miissen wir zunédchst jeweils die zweiten partiellen Ableitungen bestimmen. Also

erhalten wir

OF G | P T G
= t 4t . . :t 4t .
z; ¢ (S Tl c ot
2 BT 2
0°F :tzenun.(:):Z _i)
0%x; (2t>2 2t
n
PF = 2 S 2? on | )
AF = — 12 e m (&=Ll Ny T ( _7)
; 82z, e Sgpr T ) « " U "
Jetzt leiten wir F' noch nach t ab:
or _ e (ﬁt—% vt _Hx”2) P (Hx"z _ ﬁ)
ot 2t 442 ) 42 2t)"

TSP oF _
Offensichtlich gilt AF — % = 0.

H 26 Kettenregel (3 Punkte)

1. Berechne die Ableitungen folgender Funktionen:

(a) f:R2 > RS, f(z,y, ) = (ay, cosh(zy), log(1 + 22))

(b) g:R3 — R3, g(x,y,2) = (xsin(y) cos(z), z sin(y) sin(z), z cos(y))
2. Sei h : R? — R definiert durch

3

h(z,y) = { e @) #(0,0)
0, (x7y) = (0,0)

Gebe alle Punkte (z,y) € R?, in denen h differenzierbar ist, an.

"Au(z) =0, 88;2 u(x).

i
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H?27

(i)(a)
y x
Df(z,y) = ysinzh(:xy) x sinh(zy)
1+§2 0
(b):
sin(y) cos(z) xcos(y)cos(z) —zsin(y)sin(z)
Dg(z,y,z) = | sin(y)sin(z) =xcos(y)sin(z) xsin(y)cos(z)
cos(y) x 0

(ii): Fiir (x,y) # (0,0) erhalten wir

81h($, y) = 33;2 - x4
Vit 2
und 5
Oh(z,y) = Ly:s
Va+ P

Da fiir (z,y) # (0,0) die partiellen Ableitungen stetig sind, bekommen wir, dass f differen-
zierbar in (x,y) Ist.
Fiir (z,y) = (0,0) erhalten wir

h(t,0) — h(0,0) ..

h(0,0) = liy ; = =

0

und
=0.

Dann
h(z,y) —h(0,0) — ((0,0)(z.y)) _  a°
[(z, )l z? + y?

bekommen wir, dass h differenzierbar in (0,0) ist.

-0 for (z,y) — (0,0)

Differenzierbarkeit und Stetigkeit (4 Punkte)
Zeige, dass die Funktion (z,y) — f(z,y), die stetig beziiglich z fiir jedes feste y ist und die
beschrankte Ableitung beziiglich y hat, stetig ist.

Sei € > 0 beliebig ausgewéhlt und (g, o) ein Punkt, in dem f definiert ist. Dann

’f(xvy) - f(x07y0)| < |f(:v,y) - f(x7y0)’ + ’f(xvyo) - f($07y0)|

<|f"(2,90 + 0y — vo))| - [y — wol + | f(z,50) — f (w0, 50)|-
Da x — f(z,y) fiir jedes feste y stetig ist, erhalten wir

|f(2,90) — f(z0,y0)| < €/2,

falls |z — xo| < 67 ist.
Deswegen es gilt (|f'(z,y)] < M)

|f(z,y) — f(zo,y0)| < My — yo| +€/2 <,

falls |z — xo| < 6 und |y — yo| < J, wobei ¢ := min{e/(2M), 41} ist.



