Analysis II fiir M, HLM, Ph

8. Ubung
Losungsvorschlag
Gruppeniibung
G 22 Partiell aber nicht total differenzierbar

G 23

G24

Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit f(x,y) := +/|zy|.

Zeige: f ist stetig und partiell differenzierbar im Punkt (0,0), aber die Funktion ist in (0, 0)
nicht total differenzierbar.

Die Funktion f(z,y) = \/|xy| = /|z|\/|y| is als Produkt zweier stetiger Funktionen wieder
stetig, also insbesondere im Punkt (0,0) stetig. Die partiellen Ableitungen im Punkt (0,0)
konnen nur mit Hlfe der Definition berechnet werden:

of - f(h,0) — £(0,0) .0 B
7500 = lim i = fim 5 =0
of .. f(O,h)—f(0,0) .. 0
9,00 = Jim i = fim 5 =0

Beide partiellen Ableitungen sind im Punkt (0,0) gleich 0. Wire f differenzierbar im Punkt
(0,0), dann wiirde fiir die Jacobi-Matrix gelten: J¢(0,0) = (0,0), und es miiite fiir ein

@(h, k) mit Himp, 1y (0,0) ”(}(L k)‘)‘ = 0 die Gleichung

f(h’ k) = f(070) + ‘]f : (h> k) + So(h’ k)

erfiillt sein. Einsetzen ergibt

Vieyl =0+ 0+ o(h, k),
also p(h,k) = +/|hk|. Wéahlt man nun die Folge (%, %), dann gilt sicherlich limnﬂoo(%, %) =
(0,0), aber

lim L = =

1
e llGal L L V2

Also kann f im Nullpunkt nicht differenzierbar sein.

£0.

Partiell differenzierbar aber nicht stetig

Es sei f:R? — R mit
1 fir z-y=0
flz,y) = ) :
0 fir z-y#0
Zeige:
e f ist im Nullpunkt partiell differenzierbar.
e f ist im Nullpunkt nicht stetig.

Es gilt f(z,0) =1 also gi(o 0) = 0 und f(0,y) = 1, also %5(0,0) = 0. Es gilt aber auch
£(0,0) =1 und lim, oo f(£,2) =lim, .o 0 =0 # 1 = £(0,0).

Richtungsableitung

Es sei V = C(]0,1],R) der Vektorraum der stetigen reellen Funktionen auf dem Einheitsin-
tervall versehen mit der Supremumsnorm. Wie lautet die Richtungsableitung der Funktion
f + f?in Richtung h € V am Punkt f € V?
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(f+th)2—f2
t

2 212 2 212
. . +2tfh+t2h2— . 2tfh+t2h
lim;_g = lim;_,q (242t . I~ lim;_g f% = 2fh.

Hausiibung

H 22 C(]a,b]): ein unendlichdimensionaler Banachraum (3 Punkte)
Zeige, dass (C([a,b]), | - [loc) ein Banachraum ist.

Sei { fn}22, eine Cauchyfolge in C(]a,b]). Dann nach dem Satz auf der Seite 141 im Skript
Ana I diese Funktionenfolge gleichméfig konvergenz ist und die Grenzfunktion stetig auf
[a, b] ist. Deswegen ist C([a,b]) ein Banachraum.

H 23 Parameterabhingige Integrale (3 Punkte)
Es sei g: R? — R die Funktion

3
g(:E,y) — (5022_#2)2’ falls (x,y) 7é (070)
0 falls (z,y) =

Man zeige, daB fiir jedes y € R die Integrale
1 1
1) = [ gte.yie wd @)= [ Daga.g)aa

wohldefiniert sind, und daf§ die Funktion f: R — R differenzierbar ist, jedoch f’(0) # f*(0)
gilt.

Wir bestimmen zunédchst Dag(x,y): Fiir z # (0,0) erhalten wir unter Benutzung der Quo-

tientenregel
@(:U ) _ ﬁ myi’) _ 3x3y2 _ my4
By YY) = 8y(x2+y2)2 - (x2+y2)3 )
dg 1
—= = lim — h)=0.
ay(O,O) lim +9(0,7) =0

Also gilt fiir alle (z,y) € R?

3 3,2 _ 04
Dog(z,y) = e falls (z,y) #(0,0)
0 falls (z,y) = (0,0).

Damit ist fiir y # 0 die Funktion f* differenzierbar, denn
1 19.3,2 4
0 3rcys — xy
Fw= [ goteade= [ TE
) o 9y (=.9) o (22 +y?)?
existiert, da der Integrand als rationale in ganz [0, 1] definierte Funktion stetig ist. Ausserdem
gilt
1 o 1
*(0) :/ g(x,O)dx:/ Odx = 0.
o Oy 0

Nun bestimmen wir f': Fiir y # 0 gilt
3 3

B 1 _ 1 Ty B Yy =1
fly) = /Og(w,y)dw—/o mdw—[_m 0

y? y? y

22 2(1+y2)  2(1+y2)

£0) = /Olg(a:,O)dx:/OlOd:c:O.
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H24

Also gilt

falls y # 0
0 falls y = 0.

Fiir y # 0 ist f trivialerweise differenzierbar, fiir y = 0 erhélt man fiir f’:

iy e J(R) = f(O) 1 1
SO = Jim === = i )~ 2

Insbesondere erhélt man also f'(0) = 3 # 0 = f*(0).

Dies wiederspricht nicht der Aussage von Satz 2 in Paragraph 9, da g stetig sein miifite um
die Gleichheit von f’' und f* iiberall zu erreichen. Die Funktion g ist aber in 0 nicht stetig
(so gilt z.B. (£, 1)"=70, aber (2, 1) = 1 #£ 0= ¢(0,0)).

Differenzierbarkeit (3 Punkte)

Vorbemerkung: Wenn nur || - || da steht, ist im Allgemeinen die euklidische Norm || - ||2

gemeint!

Die Funktion g : R — R sei stetig differenzierbar. Die Funktion f : R™ — R sei definiert
durch f(z) := g(||z||) fir z € R™.

Zeige: f ist genau dann im Nullpunkt differenzierbar, wenn ¢’(0) = 0 gilt. In diesem Fall ist
grad f stetig in jedem Punkt x € R™.

Wenn f im Nullpunkt differenzierbar sein soll, dann miissen dort auch die partiellen Ablei-
tungen existieren, d.h.

= ,0)=1 = lim ——F--—.
oy~ (0. 0) = fim h oo h
Nun gilt aber limp\ o 7g(|h|){g(o) = ¢/(0) und limy, 7g(|h|)};g(0) = limp\ o 79(“1'2;9(0) = —4'(0)
Also existieren die partiellen Ableitungen von f genau dann, wenn ¢'(0) = —g'(0), d.h.

g'(0) = 0 gilt.
In diesem Fall sind die Funktionen

of (2) = g/(\xl)‘%" fiir x # 0
ox; 0 fiirz =0

stetig, denn fiir x — 0 folgt mit der Ungleichung

of

0 <12 =1/ el 12

<o/ (@)

und mit lim,_,o|¢'(z)| = 0 daff g—i(x) — 0= 8%(0)' Also sind die partiellen Ableitungen
auch stetig im Nullpunkt.



