Analysis II fiir M, HLM, Ph

7. Ubung

Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G 19 Stetigkeit
Zeige, dass die Funktion
x+y sin% x#0
x,y) =
fx,y) { 0. 0
stetig in {(0,0)} ist und es
lim (lim f(z,y)) =0

z—0 y—0

gilt aber

lim (1i
ylg%)(zlg% (z,y))

existiert nicht.

f ist stetig in (0,0). Denn fiir jede Folge {(zn, yn)}nen € R2\ {(0,0)} mit lim, oo (Zn, Yn) =
(0,0) gilt
|f (s yn)| < 20| + |yn] — 0.

limy o (lima—o f(z,y)) existiert nicht, da lim,_qsin > nicht existiert (Analysis I).

G 20 Zusammenhingende Mengen
Die Abschlieffung einer zusammenhéngenden Menge ist ebenfalls zusammenhéngend.

Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil II, s. 238

G 21 Metriken oder nicht?

a) Welche der folgenden Abbildungen von R xR in R erfiillt die Bedingungen einer Metrik?
Welche Eigenschaften einer Metrik sind gegebenenfalls nicht erfiillt?
L. C{(l’,y) = |I’ - y|
2. d(a,y) == (x —y)?
5 0 firz=y
3. d(w,y) = { 1 fire #y

Die Metrik d 148t sich auch auf dem R? definieren. Bestimme die offene Einheitskreis-
scheibe.

b) Zeige, dafl fiir jeden normierten reellen Vektorraum V mit Norm || - || die Abbildung
d(z,y) := ||x — y|| eine Metrik definiert.

a) Zu iiberpriifen sind jeweils die drei Eigenschaften
(1) dz,y) =0 <= z=y
(1) d(z,y) = d(y,z) fir alle z,y € R
(i7i) d(x,z) <d(z,y)+d(y, z) fiir alle z,y,z € R.
(siehe Forster II, Paragraph 1)
1. Die Funktion d ist eine Metrik:
(i) lt—y|=0 <= z—y=0 <= =y
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(@) |z —yl=[(-1(z -y =y — 2|
(iid) |z —z[=le—y+y—z[ <|z—y[+ |y - 2]
2. Die Funktion d erfiillt (i) und (ii), aber nicht (iii):
(i) (x—y)?=0 <= 0-y=0 < =y
(it) (z—y)? = ((-D(z-y)?* = (y—x)*
(1ii) (1-02 £ (1-3)+(3-07>%dalgi+1=1
3. Die Funktion d ist eine Metrik:

(1) d(z,y) =0 <= =z =y gilt per Definition
R |0 firz=y | _;
(4) d(x,y) = { | fiirs £y } =d(y, )

A 0 firx=z

(ii) d(x,2) < d(x,y)+d(y, 2), dad(z, z) = { | firs £ und d(z,y)+d(y, z) =

0 fire=y==z
1 firx#yundx =z
oder x =y und y # z

2 fiirx #y# z.
Die offene Einheitskreisscheibe ist {(z,y) € R2 | d((z,y), (0,0)) < 1} = {(0,0)}.

b) Aus den Norm-Eigenschaften leiten wir die Bedingungen fiir eine Metrik her (siehe

oben):
(1) dz,y) =0 <= |z —y| =0 <= 2—y=0 < =y
(it) d(z,y) = |z -yl = |- 1]y — =zl = [y — =]

(iii) d(z,2) = |l — 2]l = & =y +y — 2| < llz =yl + lly — 2]l = d(.y) + d(y, 2)

Hausiibung

H 19 Stetigkeit (2 Punkte)
Ist die Funktion

2
flag) = (T C YA
0, 2 +y* =0

stetig?

f ist nicht stetig in (0, 0). Zum Beweis betrachten wir zwei Folgen {(x,,0)}n,en € R?\{(0,0)}
und { (2, 22) bnen € R?\{(0,0)}, die beide gegen (0,0) konvergieren. Wegen f(x,,,0) = 0 und
f(zy,x2) = 1/2 schliessen wir daraus, dass die beide Grenzwerte existieren, aber verschieden
sind, d.h. f hat keinen Grenzwert in (0,0).

H 20 Konvergenz ist abhéingig von der Metrik (2 Punkte)
Betrachte die Folge (a,,)nen mit ay, := % Beziiglich welcher der beiden Metriken aus G21 ist
die Folge konvergent? Erklire, wie die beziiglich d konvergenten Folgen aussehen miissen.

Die Folge (ay)n ist konvergent beziiglich d, aber nicht beziiglich d. Die erste Aussage ist
unmittelbar einsichtig, fiir die zweite bemerken wir, daf fiir jedes N und jeden vermuteten
Grenzwert a ein n > N existiert, so dafl d(%, a) = 1. Damit eine Folge beziiglich der Metrik d
konvergiert, muf sie also ab einem bestimmten N konstant sein (d.h. also fiir alle n,m > N
gilt a, = ap,).
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H 21 Topologie von R” (5 Punkte)
Versehe R mit der Metrik

|z — |
d =279

Gebe ein Beispiel einer Folge von beziiglich dieser Metrik abgeschlossenen beschréankten
nichtleeren Mengen A C R mit Ax4q C Ay, so dass

Hinweis: Welche Mengen in R sind beschrinkt beziiglich dieser Metrik?

Ay := [k, 00). Jede Menge Ay, ist abgeschlossen und beschrinkt beziiglich der Metrik d(-, ),
aber N2 Ay = 0.



