Analysis II fiir M, HLM, Ph

2. Ubung

Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G4 Punktweise und Gleichmiflige Konvergenz

Untersuche { f,}°°; und { f o, auf punktweise und gleichméfige Konvergenz, wobei
sinnx T

fn(x) = \/ﬁ , T€ER; fn(x) = mv

x € [-1,1].

(a) Da | fn(z)| < 1/+/n gilt, die Funktionenfolge gleichméBig auf R konvergiert.

’

fu(@) = v/ cos (nx).

Deswegen lim,, oo f,,(0) = lim, .o \/n = 00. Fiir z # 0 existiert der Grenzwert lim,, .o f,, ()
nicht. Um das zu zeigen, nehmen wir an, dass lim, o f, (z) = [ erfiillt ist. Dann fiir n groB
genug wiirde die Ungleichung

| cos (nz)| < 1/2

gelten. Aber dann | cos (2nz)| =1 — 2cos? (nz) > 1/2, was ein Widerspruch zur Vermutung
ist. Also konvergiert die Funktionenfolge {f,}°° | punktweise nicht.
(b) Da | fn(x)] <1/2n gilt

x 1 2nzx < 1
1+n222 2n14n222 ~ 2n)’
die Funktionenfolge gleichméfig auf [—1, 1] konvergiert.

, 1— 2.2
lim f,(x) = lim T {

n—oo (1 + n2z2)2

1, z=0
0, x#0.

Da die Grenzfunktion nicht stetig ist, kann die Konvergenz nicht gleichméfBsein.

G5 Konvergenzradien
Bestimme den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen in Abhéngigkeit von a € R:

o0

[e.e]
1. Z a’z" 2. Z(ch + 1)z™.
n=0 n=0

1. Es gilt

oo falls |a] > 1

3=

lim sup (a”z) =limsupa™ =<1  falls |a| =1

n—oo n—oo
0 falls|a| < 1.
Damit gilt fiir den Konvergenzradius

0 falls|a] >1
r=<1 falls|a] =1
oo falls |a| < 1.
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2. Es gilt
1 241
(an? + 1)% = exp log(an” +1) — exp(0) =1,
n n—oo
da 1 2
a
_ log(a; +1) 25 (—=2%) 2a
lim L = lim 2 = lim =
z—0 1 z—0 —% z—0 & 4
x x x

nach der Regel von de I’'Hospital. Also ist der Konvergenzradius r = 1 unabhéngig von
a.

G 6 Potenzreihen und Differentiation
Gegeben sei die Potenzreihe

io: (_1)71 "
5 .
n=0 4

(a) Ermitteln Sie den Konvergenzradius p und geben Sie fiir z € (—p, p) die Summe f(x)
der Potenzreihe an.

(b) Bestimmen Sie jeweils eine Potenzreihe fiir die Ableitungen f’(x) und f”(x), wobei
|z| < p.

(a) Gegeben ist die Potenzreihe

. (_1)n n
Z 42n L.
n=0

Mit

fiir alle n € Ny folgt

_1 n
lim {/|ap| = lim ¢ (=1
n—0o00 n—o00 42n

T\ 1
= lim — | =—,
n—00 16 16

womit sich mit dem Satz 1.16 der Konvergenzradius
p=16

ergibt.
Ist nun x € (—16,16) beliebig gewéhlt, dann gilt

N o D EA 1 16
Z o v _2)<_16) 1 (-%) 16+=z

n=0 n=

(— geometrische Reihe) und somit ist

die Summe der Potenzreihe

< (_1)n
Z (4273 .

n=0
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(b) Es sei erneut ein x € R mit |x| < 16 gewédhlt. Nach Satz 1.21 auf S.18 a.a.O. folgt

o

—16 (_1)n _ o (_1)n+1
! _ _ n—1 __ n
Mit dem Satz 1.21 folgt zudem
f"(x):in(n—l)( in—i—Q n—i—l)( 1)na:”.
~ 42n vt 16n+2

Hausiibung

H4 Potenzreihen und Differentiation (3 Punkte)
Bestimme den Konvergenzradius und fiir alle x im Konvergenzbereich den Wert der Potenz-

reihe -
> k(k - 1)k
k=2
Es gilt
oo o o0 1
Z k(k —1)z* = 22 Z k(k —1)z*"2 = 22 Z (xk>
k=2 k=2 k=2
00 "
= g2 (Z :Bk> fiir alle |x| <1 nach Satz 1.21
k=2

(e e () o

Also hat die Potenzreihe Konvergenzradius 1 nach Satz 1.21 und es gilt

> k(k—1)ak = s

k=2

H5 Konvergenz von Potenzreihen (3 Punkte)
Bestimme fiir die folgenden Potenzreihen jeweils alle x € R, fiir die sie konvergieren: (Nicht
die Randpunkte vergessen!)

2

2) nz_:ln!x" b S nln @-2" (Y <1 - i)n 2

n=1 n=1
Hinweis zu (c): Betrachte fiir die Randpunkte die Folge In[(1 — 1/n)""e"]

1. Konvergenzradius mit Quotientenkriterium:

. n! . 1
= lim — = lim —— =
n—oo (n+ 1)l n—ocon+1

lim
n—oo

an+1

Also ist der Konvergenzradius 0 und die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 0.
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2. Konvergenzradius mit Wurzelkriterium:

1

n2m

11 1

lim - —— =
nooo 2 U 2

n

lim =
n—oo

also ist der Konvergenzradius 2, die Reihe konvergiert also auf jeden Fall fiir alle x €
(0,4) und divergiert fiir alle x € R\[0, 4].
Untersuchung der Randpunkte:

o0 o0

r=0: > 4 (0-2)"= D" st konvergent (alternierende harmonische Reihe)

n

n=1 n=1
o0 &)

r=4: Y —-(4—2)"= Y L ist divergent (harmonische Reihe),
n=1 n=1

also konvergiert die Reihe fiir alle z € [0,4).

3. Konvergenzradius mit Wurzelkriterium:

1 n _ n
= lim <1 + 1) = B
n n—o0 n €

o0 2
Also hat die Reihe ) (1 — %)n z" den Konvergenzradius e, konvergiert also fiir alle z €

n=1
(—e, e) und divergiert fiir alle z € R\[—e,e]. Mit z = a3 konvergiert die urspriingliche
Reihe also fiir alle x € (—+/e, /e) und divergiert fiir alle x € R\[— /e, J/e].
Untersuchung der Randpunkte:
Wir miissen die Reihen

5 (1-2) e 35 (1-2) o =S (1-2) e

auf Konvergenz untersuchen. Wir zeigen, dass die summierten Folgen jeweils keine

2
Nullfolgen sind, indem wir lim (1 — %)n e bestimmen:
n—oo

Nach dem Hinweis bestimmen wir zuerst

7l2 7’1/2
lim In [(1 - 1) e”] = lim (ln ((1 — 1> ) —i—ln(e”))
n—00 n n—oo n
. 9 1
=lim (n*-In{1——)+n
n—oo n
= lim n? <ln <1 — 1> + 1>
n—oo n n

In(1 —
= lim 711(1 h+t (mit t= 1>
t\0 t2 n

Da lim(In(1 — ¢) + ¢) = In(1) = 0 und lim t* = 0 ist, gilt mit 'Hospital:
at{%(n( )+1t)=In(1) =0 un Jim ist, gilt mi ospita.

(1=t +t . —rg+1
lim .
N0 t2 N0 2t

Wieder ist %{% (—ﬁ + 1) =—-141=0 und %1\11(1) 2t = 0. Also ist wieder mit I’Hospital:

— L T 1 1 1

=t =lim———= = .
N0 2t N0 2 N0 2(1 —1t)? 2
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.. . 1yn? 1
Dam1t1stnh_)r{.10(1—ﬁ) e =e 2—%5£0.
Daraus folgt schlieBlich, dass die Reihen fiir x = —</e und x = /e nicht konvergieren,

es bleibt also beim Konvergenzintervall (— /e, /e).

H6 Gegenbeispiele zum Satz von Dini (3 Punkte)
Der Satz von Dini benétigt die drei folgenden Voraussetzungen:
e Das Intervall I ist kompakt.
o fu(x) < fnyi(x) fiir alle z € I (Monotonie in jedem Punkt z).
e Die Grenzfunktion ist stetig.
Finde jeweils eine Folge (f,) C C(I;R), die punktweise gegen eine Grenzfunktion f konver-

giert und die jeweils eine der drei Voraussetzungen nicht erfiillt (aber beide anderen), und
so dass die Konvergenz f, —— f nicht gleichmé&Big ist.

1. I nicht kompakt: Sei I = (0,1), f, = —2™ und f = 0.

2. (fn) nicht monoton: Sei ¢(z) = 1 — (z — 1)? fiir x € [1,2] und ¢(z) = 0 sonst und setze
1200,1), fu(@) = dla/n) und f(z) = 0.

3. Die Grenzfunktion nicht stetig: I = [0,1], fn(z) = 2™ und f(x) =0 auf [0,1) und 1 fiir
=1



