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8. Tutorium
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Wegzusammenhingende Mengen
Zeige, dass die Abschliefung einer wegzusammenhingenden Menge X nicht wegzusam-
menhéngend zu sein braucht.

X ={(t,sint) | t >0} C R%.
Der Abschlu8 X = {(0,y)| y € [-1,1]} U X ist nicht wegzusammenhéngend (Skript, s. 61).

Abbildungen von Matrizen
Sei R™*™ die Menge der n x n-Matrizen.

(i) Sei ||| - ||| eine Norm auf R™ und || - || die durch ||| - ||| induzierte Operatornorm. Zeige

|AB| < ||A|||B| fiir alle A, B € R™*".
(ii) Sei
f S RXT o XN Rnxn’ (A,B) — A2B
Zeige, dass f in jedem Punkt (A, B) differenzierbar ist und berechne f'(A, B).

(i) es gilt fiir alle v € R™
1ABz||| < [[A[l[[| Bz[[| < [|AlIBII[[lx]]]-

Somit gilt [|AB| = inf{|[[ABz(|| , z € R", [|lz][ = 1} < inf{|A[|B]| , = € R", [|l«]l] =
1} = [[A][| Bl .

(ii) Sei || - || die euklidische Norm auf R™ . Diese ist equivalent zu der (von irgendeiner Norm)
induzierten Operatornorm || - ||op. Es gilt

f(A+ HB+K)=(A+H)?*B+K)
= A’B+ AHB + HAB + H?B + A’K + AHK + HAK + H>K
= f(A,B) + (AHB + HAB + A’K) + H?B + AHK + HAK + H’K.

Die Abbildung (H,K) — AHB + HAB + A%K ist offenbar linear. Auerdem

|H?B + AHK + HAK + H?K|| - C\|HQB+AHK+HAK+H2KHOP
IH | + [ K] - 1H llop + 1K op
CHHH%pB + 2| Allopl Hllopll K llop + 1 HIIZ, I K llop
- I1H [op + [ Kl|Op
_ CHHH%pHBHop + 2| Allopl Hllopll K llop + 1 HIIB, I K llop
- 1H llop
< c([[HllopllBllop + 2| Allopl K lop + 1 H [lopll K lop)
(H,K)—0

0.

Differenzierbarkeit und Gleichmiflige Stetigkeit
Eine Teilmenge M eines reellen oder komplexen Vektorraum V ist konvex, wenn fiir alle
a,b € M stets auch Aa + (1 — A\)b € M fiir alle A € R mit 0 < A <1 gilt.

Zeige, dass eine Funktion f, die beschrinkte partielle Ableitungen f, und fl’, auf einem
konvexen Gebiet €2 besitzt, gleichméfBig stetig auf diesem Gebiet ist.
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Seien (x1,y1) und (x2,y2) zwei beliebige Punkte aus Q. Dann wegen der Konvexitét liegt
der Punkt (zg + t(x1 — 2),y2 — t(y1 — y2)) fiir t € [0, 1] auch in Q.

Die Funktion ¢(t) = f(zo + t(x1 — z2),y2 — t(y1 — y2)) hat fiir t € [0,1] die beschréinkte
Ableitung (nach der Kettenregel):

¢'(t) = fr(ratt(r1—a2),y2—t(y1—y2)) (w1 —22) + f (w2 +t(21—22), Y2 —t(y1—¥2)) - (Y1~ y2)
und ¢(0) = f(z2,y2), (1) = f(x1,y1). Nach dem Mittelwertsatz erhalten wir
fla,y) = fla2,92) = (1) — ¢(0) = ¢'(€) = fo(z2 + &(21 — x2), 52 — t{y1 — y2)) - (w1 — 22)

+fy(we +&(x1 — x2), 92 — ty1 —y2)) - (11 —12), £€(0,1).
Sei jetzt € > 0 beliebig ausgewéhlt und 0 := mine/(2Ly),€/(2L2), wobei

[fe( )| < Lo, |fy(@,y)] < Ly V(z,y) €Q

sind. Dann fiir alle Punkte (x1,y1) und (x2,y2) aus Q mit |x; — xo| < § und |y1 — y2| <
bekommen wir, dass

|f(z1,91) — f(z2,y2)| < Lilor — 22| + La|y1 —y2| < €

gilt. Das beweist die gleichméfBige Stetigkeit von f auf dem konvexen Gebiet €).



