Analysis II fiir M, HLM, Ph

2. Tutorium

Loésungsvorschlag

Gruppeniibung
G4 Potenzreihe

1. Bestimme die Konvergenzradien der folgenden Reihen:
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2. Nach dem Skript ist der Wert der Reihe in (iii) arctan(x). Wieso ist mit diesem Wissen
das Ergebnis in (iii) iiberraschend?
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und damit klingo aer1| = TH0+0 =1.

Also ist der Konvergenzradius nach dem Quotwntenknterium 1.

(b) Mit z = (x — 5)° schreibt sich die gegebene Reihe als Z sz

Wir bestimmen zunéchst den Konvergenzradius d1eser Re1he Wegen
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ist dieser 5 nach dem Wurzelkriterium. Also konvergiert die urspriingliche Reihe
fiir alle x € R mit

lz—1°=|z| <3, db ]:1:—1]<5%/§.
Der Konvergenzradius ist damit 575.
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Der Konvergenzradius ist also 1 nach dem Quotientenkriterium.

2. Die Funktion arctan ist auf ganz R definiert, wird aber nur auf dem Intervall (—1,1]
durch die in (iv) gegebene Potenzreihe dargestellt. Die Potenzreihendarstellung gilt also
i.A. nicht auf dem maximal mdoglichen Bereich.

(Der Grund ist erst ersichtlich, wenn man den arctan als Funktion einer komplexen
Variablen betrachtet)

G5 Funktionenreihen

Sei die Reihe Y 2, fn(x) gleichméBig und absolut auf einer Menge A konvergent. Konver-
giert die Reihe > > | fn(2)| dann gleichmiBig auf A?

Nein. Wir betrachten

o
> (-1 —x)a2", A=[0,1].
n=0
Die Reihe konvergiert gleichméBig auf A.
Die Reihe Y7 (1 — x)a™ konvergiert punkweise aber nicht gleichméBig auf A (sieche H1).
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G 6 Gleichmiflige Konvergenz
Uberpriife die folgende Funktionenfolge und Funktionenreihe auf gleichméBige Konvergenz:
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Hinweis. arctanx + arctan (1/z) = 7/2, = > 0.

(a) Da | arctan %’ < arctan \/% ist
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konvergiert die Funktionenfolge gleichméfBig gegen die Nullfunktion.

(b) Da arctany + arctan (1/y) = 7/2, y > 0 gilt, erhalten wir

1
< arctan —

7T 2 2
— — arcta 1 = arcta
5 —ar n(n“(1+ z*)) = arctan pok

n2(1 + z2?)
wobei wir die Monotonie von y — arctany benutzt haben. Nach dem Satz von Weierstrafl
konvergiert die Funktionreihe gleichméfBig, denn die Ungleichung

(siehe http : //en.wikipedia.org/wiki/Proofs,firigonometric;dentities (1.9), falls not-
wendig) gilt.

G 7 Gleichmiflige Konvergenz
Zeige, dass die Grenzfunktion von einer gleichméfig konvergenten Funktionenfolge aus gleichméfig
stetigen Funktionen eine gleichméflig stetige Funktion ist.

Sei € > 0 beliebig ausgewéhlt.

Gleichméfliige Konvergenz von einer Funktionenfolge:

Existiert ng, so dass | fn,(x) — f(x)| < €/3 fiir alle xR. GleichméBige Stetigkeit von fy,:
Existiert § > 0, so dass | fn,(x) — fn,(2')| < €/3 fiir alle |x — 2| < 0.

Deswegen

(@) = F@)] < [ fno (@) = F@)] + [fro () = fro ()] + [fro () = f(2)] <e.



