Analysis II fiir M, HLM, Ph

1. Tutorium

Loésungsvorschlag

Gruppeniibung

G 1 Funktionenfolge
Sei g : R — R eine stetige Funktion. Der Abschluf3

supp(g) :== {z € R: g(x) # 0}

in R der Menge {z € R: g(x) # 0} heiit Triger von g.

Sei nun ¢ : R — R eine Funktion mit kompaktem Tréger. (Die Menge supp(g) ist also eine
abgeschlossene, beschriankte Menge.) Sei {g, }nen die Funktionenfolge mit

gn R =R, z+— g(x+n).
1. Zeige, dal die Funktionenfolge punktweise konvergiert und bestimme die Grenzfunkti-

on.

2. Fiir welche Funktionen g liegt gleichmifiige Konvergenz von {g¢, }nen vor?

1. Wir zeigen, daf} die Funktionenfolge punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert. Da
der Tréager von g kompakt ist, besitzt die Menge

{zreR: f(z) #0}

eine obere Schranke s. Sei nun x € R. Es gibt ein N € N mit N > s — x. Firn > N
gilt nun

r+n>x+ N >s,
also gn(x) = 0.

2. Offensichtlich gilt ||gn| = ||g|| fiir alle n € N. Die Funktionenfolge konvergiert genau
dann gleichméBig gegen die Nullfunktion, wenn ||g|| = 0 gilt, was genau dann der Fall
ist, wenn g die Nullfunktion ist.

G 2 ABELsches Kriterium fiir gleichmiflige Konvergenz
Wir wollen nun mit Hilfe partieller Summation den folgenden Satz beweisen:

Satz
Sei D C R. Seien {fn : D — R}pen und {gn : D — R},en 2wei Folgen von beschrinkten
Funktionen mit den folgenden Eigenschaften:
(i) >0 fn konvergiert gleichmiflig auf D.
(ii) Einer der folgenden Fille tritt ein:
(a) gn(s) < gn+1(s) fir allen € N und s € D,
(b) gn(8) > gny1(s) fir allen € N und s € D.
(11i) Es gibt eine Konstante M > 0 derart, daf$ |gn(s)| < M fiir alle n € N und s € D gilt.

Dann konvergiert die Reihe
oo
Z Jngn
n=1

gleichmdfig auf D.

Wir werden nun den Satz in mehreren Schritten beweisen.
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1. Setze f:=3 7", f, und sei F}, := Zﬁzl fn. Uberlege, daB ein N € N gibt, so daf
[Fiu(s) — f(s)] < e/4M

fiir £ > N gilt.

2. Zeige, daf
n—1
Fy — - n m
kZ( k= F)(grt1 — g || < 4M|g — 9m|
fir n > m > N gilt. (Hier geht (ii) ein!)
3. Zeige, dafl
||kang <e fir n>m>N
k=n
gilt.

4. Schliele daraus, da8l >~ | fngn gleichméfig konvergiert.

1. Dies ergibt sich aus der gleichméBigen Konvergenz der Funktionenreihe Y > | fy.

2. Wir betrachten den Fall (a). Der andere geht analog.

n—1 n—1
> (Fe— gk —gr)|| = sup| Y (Fi (5))(gk+1(5) — gk(s))
k=m seD k=m
n—1 c
< —
< sup Z g G (s ) 9k(s))
k= ZO
sup = (9n(5) = gin(s))
= u —
«eD 4M g
S m”gn - gm”
3. Mit Hilfe der partiellen Summation erhalten wir
n n—1
> fegk = Fugn— Fnigm — Y Felger1 — o)
= k=m
n—1
—f [gn —m— Y (Gks1— k)
k=m
=0
n—1
= (Fn—flgn — (Fm—1— f)gm — Z(Fk — ) (Gr+1 — 9k)-
k=m
Es ergibt sich also die Abschétzung
kakgk = 4M(‘gn‘+‘gm|+‘gn gm‘ = 4M (‘gn‘_'_‘gm”
m

4. Dies ergibt sich durch Anwendung des Satzes auf Seite 138 unten auf die Partialsummen
der Reihe.
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G 3 (Anwendung des Abelschen Kriteriums fiir gleichmiflige Konvergenz)

Sei a > 0 und setze
n+n

hyp 2 [0,a] = R, z— (—1) 3
1. Zeige daB Y >7 | hy, gleichmifig konvergiert.

2. Fiir welche = € R konvergiert Y 7 |hy(2)]?

1. Mit dem Satz aus der vorangehenden Aufgabe und mit der Zerlegung h,, = f,g, mit

—1)"
fn:x*_’( ) ; gn:xHHn
n

folgt die gleichméfBige Konvergenz.
2. Fiir jedes x € [0,a] hat die Reihe Y o | “5* die divergente Minorante Y oo | <. Also

n=1 n=1n

divergiert die Reihe )7, |hy| in jedem Punkt.




