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Gruppeniibung
Aufgabe G1 ()
Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen f; : R — R, i =1,...,4, fiir alle z € R die Grenzwerte
limg, .4 fi(z), limg—,— fi(z) und lim,_,, f;(z), soweit diese existieren. Bestimmen Sie auferdem
lim, 400 fi(z) und lim,—,_ o fi(x), i = 1,...,4, sofern existent.

(a) fi(z) = g fiir z € D(fi) =R\ {4}

(b) o) = Y252 it & € D(f) = R\ {9}

(¢) fs(z) = (5=5; fir = € D(f3) =R\ {3}

(d) fa(x) = =22 fiir x € D(f4) = {x € R: 2? — 5z # 0}

z2—5zx

Losung: (a) Fall 1: z € D(f;). Dann ist die Funktion stetig in z und es gilt lim,_,,_ fi(z) =
limg—.+ fi(z) = lim,— fi1(z) = fi(2).

Fall 2: z = 4. Sei (n)neny C R mit limy, o0, = 4 und 2, < 4. Dann ist lim,, o m = oo und
somit lim,_,4— fa(x) = co. Analog erhalten wir lim,_,44 f2(x) = oo. Damit gilt lim,_.4 fao(z) = oc.
(b) Fall 1: z € D(f2). Dann ist die Funktion stetig in z und es gilt lim,_,, fo(x) = lim, ., fo(z) =
lim, ., fQ(LU) = fQ(Z)-

Fall 2: 2 =9. Sei (2 )neny € R mit limy, 00 2, = 9, 2, # 9 und z,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt

T, — 3 N Tn — 3 1

=9 (VE-3)(E+3) (Vi +3)

Damit erhalten wir lim,_9_ fo(z) = lim,_94 fo(x) = lim,_g fo(x) = é.

(c) Fall 1: z > 3. Dann ist f3 in z stetig und es gilt lim, ., fi(x) = limg—.4 fi(z) = lim,—,, f1(z) =

fl (Z) = 1
Fall 2: z < 3. Dann ist f3 in z stetig und es gilt lim, ., fi(z) = lim, .4 f1(z) = lim,_,, fi(x) =
fi(z) = —1.

Fall 3: z = 3. Mit den beiden obigen Féllen erhalten wir lim, 34 f3(z) = 1 und lim,_3_ f3(z) =
—1. Der Grenwert von f3(x) mit  — 3 existiert nicht.

(d) Es gilt D(f4) =R\ {0,5}.

Fall 1: z € D(f4). Die Funktion ist stetig in z und es gilt lim,—,,— f4(z) = lim,— .4 fa(x) =
lim, ., f4($) = f4(Z)-
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Fall 2: z = 0. Sei (n)neny C R mit lim, o, = 0 und x,, # 0 fiir alle n € N. Dann gilt

2z, 2

2 —5r, xp—5

Wir erhalten limy, o0 fa(zn) = —% und damit lim,_o_ fi(z) = limz—oyt fa(x) = limy_o fa(z) =
2

-2
Fall 3: z = 5. Sei (5 )neny € R mit limy, o0 2, = 5, 2, < 5 und x,, # 0 fiir alle n € N. Es gilt

21, 2

22 —b5r, xp—5

Wir erhalten lim,, oo f4(z,) = —00 und damit lim,_,5_ fi(x) = —oc.
Analog erhalten wir lim, 54 f4(z) = co. Somit existiert der Grenzwert von fs(x) mit x — 5 nicht.

Aufgabe G2 ()
Geben Sie eine Funktion f: R — R an, so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind (mit Beweis!).

e lim, 5 f(z) =00
o lim, o f(z) =00

Losung: Sei f : R — R definiert durch f(z) = w—iz‘ oder f(z) = ﬁ fir x € D(f) =R\ {2}.
Dann erfiillt f obige Bedingungen.

Aufgabe G3 ()

Bestimmen Sie lim,_,q $28£

T

(a) mittels geometrischer Uberlegungen.

(b) indem Sie die aus der Vorlesung bekannten Ergebnisse ausnutzen.
Loésung: Behauptung: lim,_.g m% =1.

(a) Geometrische Betrachtungen: Der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius 1 betragt 7. Folglich
ist der Flicheninhalt eines Kreissektors mit Bogenmak x gleich 5—m = %x

2T UIS
T ue)

CoS T 1
Betrachten wir den Kreissektor, so sehen wir, dass folgende Ungleichungen fiir 2 €]0, 5[ gelten
miissen:

1 1
—sinzcosz < —zx < —tanz.
2 2 2

Teilen wir die Ungleichungen durch tan x und bilden die Kehrwerte, erhalten wir

1 < tanx 1

<.
X COS“ X
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tan T

Da der Kosinus stetig ist, ergibt sich limg;_, o4 = 1. Analog ergibt sich lim,_o_ ¥8% = 1 und

somit hmmHO tanx =1.
(b) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass lim,_ sina’_ =1 gilt. Wegen tanx =

Behauptung mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte.

L ergibt sich die

Cosx

Aufgabe G4 ()
Bestimmen Sie alle stetigen Funktionen f : R — R mit

flx+y) = f(x)+ fy)

fir z,y € D(f) =R.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst fir ¢ € N, dann fiir a € Z, fir a € Q und zuletzt fiir a € R, dass fiir
obige Funktionen gilt: f(ax) = af(z).

Losung: Zuerst zeigen wir den Hinweis und dann die eigentliche Behauptung.

Behauptung: Fiir alle Funktionen f : R — R mit obigen Eigenschaften und fiir alle a,x € R gilt
af(z) = f(ax).

Beweis: Seien f : R — R eine Funktion mit obigen Eigenschaften und x € R. Mit vollstéandiger
Induktion lésst sich zeigen, dass der Hinweis fir a € N wahr ist. Wegen f(0+ 0) = f(0) + f(0) =
2f(0) gilt f(0) = 0. Weiter gilt 0 = f(x — z) = f(x) + f(—z) und damit —f(z) = f(—=z). Also
gilt der Hinweis auch fiir a € Z. Seien p,q € Z, q¢ # 0, dann gilt qf(%x) = f(px) = pf(z) und
somit f(2z) = L f(x). Seien nun a € R und (ay)nen C Q mit limy, o0 a = a. Dann gilt wegen der
Stetigkeit von f

flaz) = f(lim ayz) = lim f(apz) = hm anf(z) = af(x).

n—oo n—oo

Behauptung: Eine stetige Funktion f: R — R mit f(z+y) = f(x) + f(y) fir z,y € D(f) = R ist
von der Form

f(@) = ca,

wobei ¢ € R.
Beweis: Mit dem Hinweis sehen wir, dass f(z - 1) = xf(1) gilt. Setzen wir ¢ = f(1), erhalten wir
die Behauptung.
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Hausiibung

Aufgabe H1 ()
Zeigen Sie die Existenz der folgenden Limiten und bestimmen Sie ihre Werte:

. 1 1 2
(a) limg—1 7= - (m - 3m+5>
. 2
(b) limg— o v;c_&-l
1

T

(¢) limg_0xsin

Losung: (a) Es gilt

1 1 2 1 r—1 B 1
r—1 \z+3 3z+5) x-1 (z+3)Bz+5 (z+3)Bx+5)

Damit erhalten wir

i 1 1 2 1

im - = —.

z—lx—1\z+3 3x+5 32

(b) Fiir z > 0 gilt va? + 1 < z+1 und vV +1 > 2. Wegen lim, o ;57 = 1 und dem Vergleichs-

kriterium gilt

71
lim Y51

n—oo x + 1

(c) Es gilt |zsin 2| < |z|. Mit dem Vergleichskriterium erhalten wir
. 1
lim |z sin —| = 0.
z—0 x

Aufgabe H2 ()
Es seien a,b € R. Die Funktion f: R — R mit D(f) = [0, 3] sei definiert durch

27 + 22 fir x €[0,1],
ar —2° +x fur z €]1,2],
xTr) =
) b(x5_‘;— v—1) fir z€[2,3].
-+ 1

Bestimmen Sie a und b so, dass f auf D(f) stetig ist.

Losung: Der linksseitige Grenzwert der Funktion f an der Stelle x = 1 ist 3. In Abhéngigkeit von
a berechnet sich der rechtsseitige Grenzwert als lim, .14 f(z) = a. Fiir die Wahl a = 3 stimmen
also rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert der Funktion {iberein. An der Stelle z = 2 ist der
linksseitige Grenzwert 0. Da 2 keine Nullstelle von 22 — x — 1 ist, bleibt fiir die Wahl von b nur
b = 0. In diesem Fall ist f eine auf ganz D(f) stetige Funktion (man beachte, dass z + 1 keine
Nullstellen in [2, 3] besitzt).

Aufgabe H3 ()
Untersuchen Sie die Funktion f : R — R mit

[ 1 firzeQ,
f(x)_{ 0 firzeR\Q

fir x € D(f) = R auf Stetigkeit.
Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass fiir alle x € R und e > 0 ein y € Q und z € R\ Q mit
Y,z € [x —e,x+ €|\ {z} existieren.



9. Ubung Mathematik I fiir BI, WI(BI),MaWi, AngGeo und UI

Losung: Behauptung: Fiir x € Q ist f in z nicht stetig.
Beweis: Sei n € N, dann existiert ein 2, € R\ Q mit z, € [z — L,z + 1] und 2,, # z. Dann gilt
lim;, 00 n, = x (wieso?) und somit
lim f(z,)= lim 0# f(lim z,) = f(z) = 1.
n—oo n—oo n—oo
Behauptung: Fir z € R\ Q ist f nicht in x stetig.
Beweis: Der Beweis geht analog.
Insgesamt erhalten wir, dass die Funktion in keinem Punkt stetig ist.



