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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
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Hinweis zu (v): oD = 7 T w

Losung: (i) Es gilt
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Da limy, o 0 = 0 und geméf Rechenregeln lim,, ﬁ = 0, folgt aus dem Einschliefsungskriterium
lim, oo vVn+1—+/n=0.

(ii) Es gilt 0 < % < % fiir alle n € N. Aus dem Einschliefungskriterium folgt lim;, % =0.
(iii) Es gilt
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Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen und dem Einschliefsungskriterium folgt lim,, ”j;;’j:? =

0.
(iv) Es gilt geméfs Vorlesung
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Es folgt mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen lim,, .o %72” = %

(v) Mit dem Hinweis ergibt sich
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Mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhélt man lim (1—12 + % 4+ 4+ #) =1.
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Aufgabe G2 ()
(a) Zeigen Sie: Fiir x,y > 0 gilt

Vo =yl < Ve -yl

(b) Es sei (¢n)nen eine konvergente Folge mit lim,, .o ¢, = ¢. Beweisen Sie mit Hilfe von (a) die
folgende Aussage aus der Vorlesung.

Falls ein m € N existiert mit ¢,, > 0 fiir alle n > m,
so konvergiert (\/cn)n>m mit limy, .o \/Cn = V/c.
Loésung:

(a) Fallunterscheidung:
Fall 1: x > y. Es gilt

vy =/
= r-2/rSy+y <zxz—y
= (Vr—yy)? <z—y
. vi-yi <Vi-y

Fall 2: x < y. Zeige \/y — Vx <y — .

(b) Nach Voraussetzung existiert fiir € > 0 ein N(g) € N, so dass |¢, — ¢| < € fiir alle n > N(¢).
Wiihle N'(¢) = N(g2). Dann gilt \/|c, —c| < € fiir alle n > N'(g). Nach (a) gilt zudem
e > /|en — ¢| > |\/en — V/c|. Aus der Definition der Konvergenz folgt die Behauptung.

Aufgabe G3 ()
Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind. Geben Sie fiir falsche Aussagen
jeweils ein Gegenbeispiel an.

(a) Jede Nullfolge ist konvergent.

(b) Jede konvergente Folge ist monoton.

(c) Eine Folge, welche monoton und beschrankt ist, ist konvergent.
(d) Jede beschriankte Folge konvergiert gegen 0.

(e) Jede monoton wachsende Folge ist divergent.

(f) Jede divergente Folge ist monoton.

(g) Die Summe zweier konvergenter Folgen konvergiert.
Loésung:

(a) Wabhr.

(b) Falsch. Gegenbeispiel: ¢, = (jyl

(c) Wahr.

(d) Falsch. Gegenbeispiel: ¢, = 1.

(e) Falsch. Gegenbeispiel: ¢, = —%.

(f) Falsch. Gegenbeispiel: ¢, = (—1)".

(g) Wabhr.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (8 Punkte)
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
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Losung: (i) Es gilt
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Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen folgt lim,, .
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(ii) Es gilt 0 < ,% < % Da geméf Vorlesung lim,, % = 0, folgt mit dem Einschliefungskriterium
|
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(iii) Es gilt
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Es folgt mit der Monotonie der Wurzelfunktion, dem EinschlieRungskriterium und den Rechenre-
geln fiir konvergente Folgen lim (\/ In2+2n+1— 3n> = %
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(iv) Es gilt
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Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen und dem Einschliefsungskriterium folgt nh_)rgo #‘2‘% =
0.

Aufgabe H2 (5 Punkte)
Es bezeichne (¢, )nen eine konvergente Folge. Betrachten Sie die folgende Aussage:

lm ¢, >0<=3dImeN Vn>m:c, > 0.

n—oo
Entscheiden Sie fiir beide Implikationen, ob sie wahr oder falsch sind, und geben Sie gegebenenfalls
ein Gegenbeispiel an.

Lésung: ,,=": Wahr. Es Sei ¢ = lim,, .o ¢p. Es existiert ein N(5) € N, so dass |c, — ¢| < § fiir
alle n > N(§). Da nach Voraussetzung ¢ > 0, gilt ¢, > § > 0 fiir alle n > N(5).

,<": Falsch. Gegenbeispiel: ¢, = L. Dann gilt ¢, > 0 fiir alle n € N, aber lim,,_,o ¢, = 0.

n
Aufgabe H3 (10 Punkte)
Betrachten Sie ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge a. Wir nennen diese Figur Ty. Daraus
bilden sich rekursiv die Figuren 71, T5, ..., T}, . .. nach folgendem Gesetz: Ersetze jedes geradlinige
Berandungsstiick durch vier Strecken, indem tber dem mittleren Drittel ein gleichseitiges Dreieck
aufgesetzt wird.

(a) Veranschaulichen Sie sich die obige Konstruktion, indem Sie die Figuren Ty, 73, und Th
skizzieren.

(b) Stellen Sie Rekursionsformeln zur Darstellung des Fliacheninhalts und des Umfangs der Figur
T,, auf.
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(c)

Untersuchen Sie die Formeln fiir Flacheninhalt und Umfang auf Konvergenz in n und berech-
nen Sie gegebenfalls den Grenzwert.

Loésung:

(a)
(b)

T, g 2
Es bezeichne A,, den Flacheninhalt der Figur T,, und A,, den Flacheninhalt eines der zuletzt
aufgesetzten Dreiecke. Dann gilt A,, = %An_l =...= (%)”%a? In jedem Schritt entstehen

aus einer Berandungsfliche vier neue Berandungsflichen, an die jeweils wieder Dreiecke ange-
baut werden. Im n-ten Schritt werden also 4'~! - 3 Dreiecke angebaut. Fiir den Flicheninhalt

A,, ergibt sich damit A,, = @aQ +3) <4i -3 (%)”1§> a? = (1 + %Z?:_Ol(%)i) @a?
Fiir den Umfang gilt U, = 3 - Up—1 = -+ = (3)" - Up = (3)" - 3a.

Da limn_,oo(%)" = 0, konvergiert gemif Aufgabe G2 auf Ubungsblatt 1 der Flicheninhalt
mit lim,, o 4, = (1 + %ﬁ) @aQ = %\/§a2.

Da % > 1, ist die Folge (U, )nen unbeschrankt. Damit divergiert die Folge der Umféange von
T,



