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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Fiir zyp € Csei f : C — Cmit f(z) = z,z fiir z € D(f) = C. Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen
wahr oder falsch sind.

[( )] Die Funktion f ist injektiv fiir alle zg € C.

[( )] Die Funktion f ist surjektiv fiir kein 2o € C.

[( )] Die Funktion f ist injektiv fiir zp = 1.

[( )] Die Funktion f ist injektiv fiir alle z9 € C\ {0}.

[( )] Die Funktion f ist genau dann nicht surjektiv, wenn zo = 0.

Losung: Es gilt:

f)] Die Funktion f ist injektiv fiir alle zg € C.

f)] Die Funktion f ist surjektiv fiir kein zy € C.

w)] Die Funktion f ist injektiv fiir z9 = 1.

w)] Die Funktion f ist injektiv fiir alle z9 € C\ {0}.

(w)] Die Funktion f ist genau dann nicht surjektiv, wenn zy = 0.

Aufgabe G2 ()

(a) Beschreiben Sie die Mengen A und B jeweils durch ein System von Gleichungen und/oder
Ungleichungen.
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(b) Skizzieren Sie die Mengen

C = {(@y) eR: ~1-a+y<0Ay>1},
D = {(z,y) eR*: (z—1)"+ (y+1)* < 4}.
Loésung:
(a)
2 2 13 1
A = {(wy) eR:y> g+ oAy < o~ oa Ay < —4+3a),
B = {(#z,9)R2:y>2+6A(x+2)>+(y—4><1}.
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Aufgabe G3 ()
(a) Stellen Sie folgende komplexe Zahlen in der Form a + ib mit a,b € R dar:

SR 3+2 5+
.3 . -

f e 2 . —1 6 = — .
21 =1, 2= (241)-(-1+6i), =23 = " 313

(b) Beweisen Sie das Kommutativgesetz der Multiplikation fiir komplexe Zahlen, d.h. z129 = 2921
flir 21,29 € C.

Losung:
(a)
21 = —i, z2=2+1i)(-1-6i)=4—134,
(B+2)(1+4) (B5+4)3—4) 11 27,

BT A )+d)  B+oB—i) 10 10"

(b) Sei z1 = aj + iby und z3 = ag + iby. Dann gilt

1
2122 = ajag — biba +i(a1by + agby) W agay — baby +i(arby + agby)

2 .
= asay — boby + Z(a2b1 + ale) = 2921.
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Hierbei haben wir verwendet:
(1) Kommutativgesetz der Multiplikation fiir reelle Zahlen.
(2) Kommutativgesetz der Addition fiir reelle Zahlen.

Aufgabe G4 ()

Beweisen Sie das Additionstheorem
sin(a + 3) = cos(«) - sin(f) + sin(w) - cos(f), «,B € R.

Losung: Wir benutzen die Bezeichnungen aus der Vorlesung (4.5 Kreisfunktionen (vi)). Es gilt

in(cx = c = sin(f) asin(a) = sin(f)
sin(a+5) d cos(a)+ (@) cos(a)

= cos(a)sin(f3) + sin(a) cos(f).

(1~ (sin(@))?) + sin(a) cos(5)

Hausiibung

Aufgabe H1 (8 Punkte)
(a) Stellen Sie folgende komplexe Zahlen in der Form a + ib mit a,b € R dar:
(1+24)2

) 4 —q 2
.4 . -
21=1% 20=03+14) - (—1+2i), =23 a3 A <2+i)

(b) Beweisen Sie das Assoziativgesetz der Multiplikation fiir komplexe Zahlen, d.h. z1(2923) =
(2’12’2)23 fur 21,29,23 € C.

Loésung:
(a)
(1+2i)%(2-3i) 6 17

o= Lo 2=@)El =2 = AT = e Ty T3 18
_(A-D2—-9)\* 13 84,
. ((2+Z)(2—Z)> BECREE

(b) Sei z1 = a1 + by, z0 = as + iby und z3 = a3 + ibs. Dann gilt
21(2’22’3) = (CLl + ibl)(agag — bgbg + i(agbg + agbg))
aq (a2a3 — b2b3) — bl (a2b3 + agbg) + i(bl (a2a3 — bgbg) + al (a2b3 + a3b2)
= ai(aga3) — a1(bzbz) — b1(azbz) — b1(azba)
+ i(b1(azasz) — by (babs) + aq(azbs) + ai1(asghs))
ai(azaz) — bi(azb2) — a1(babs) — by(azbs)
+ i(al(azbg) — bl(beg) + al(agbz) + bl(agag))

(a1az)asz — (biba)az — (aibz)bz — (azb1)bs
+ i((araz)bz — (bib2)bz + (a1bz)az + (a2b1)as)
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= (a1a2 — blbg)ag — (a1b2 + azbl)bg + i((a1a2 — blbg)bg + (albg + agbl)ag
(CL1(L2 — biby + i(albz + agbl))(ag + Zbg) = (2122)23
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Hierbei haben wir verwendet:

(1) Distributivgesetz fiir reelle Zahlen.

(2) Kommutativgesetz der Addition fiir reelle Zahlen.

(3) Kommutativgesetz/Assoziazivgesetz der Multiplikation fiir reelle Zahlen.

Aufgabe H2 (12 Punkte)
(a) Beschreiben Sie die Mengen A und B jeweils durch ein System von Gleichungen und/oder

Ungleichungen.
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(b) Skizzieren Sie die Mengen
C = {(z,y) eR*:2>0Ay—2<0Az>+y* <1},
D = {(z,y) ER*:2<0Ay>0A1+z—y>0}
Losung:
(a)
) 5 1 3
A = {(z,y) €R :y2—2+x/\y2§—§xAy§8—§xAy§—1+3a:},

B = {(z,y)R*: (z+3)*+(y—2)* <1}.

~A

Aufgabe H3 (6 Punkte)
Gegeben ist ein Punkt P, der beziiglich des (x, y)-Koordinatensystems die Koordinaten (2, 3) hat.

Nun wird das Koordinatensystem um 7 gedreht, es entsteht ein neues Koordinatensystem, das

(«',y)-System.
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(a) Bestimmen Sie durch eine entsprechende Skizze die ungefdhren Koordinaten des Punktes P
im (2/,y’)-System.
(b) Bestimmen Sie die neuen Koordinaten mit Hilfe der in der Vorlesung angegebenen Formel.

(¢) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P’ im (x,y)-System, der durch Drehung um

%” aus P hervorgeht. Vergleichen Sie diese mit den Koordinaten des Punktes P im (2/,')-

System.

Losung:

(a) Die Koordinaten von P im (2/,y')-Koordinatensystem sind (3.5,0.7).
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(b) Nach Vorlesung gilt: z{, = x cos(a) + yo sin(a) und y{, = —xzg sin(a) + yo cos(«). Daher hat

P die Koordinaten (%, %) ~ (3.54,0.71).

(¢) Nach Vorlesung hat P’ die Koordinaten (x{),y(), wobei z(, = g cos(a) — yo sin(«) und y}, =
zosin(a) + yocos(a). Daher hat P’ die Koordinaten (%, %) ~ (3.54,0.71). Wie in der
Vorlesung (4.7 Drehung des Koordinatensystems) erwiahnt, stimmen die Koordinaten von P
im (2/,y’)-Koordinatensystem mit den Koordinaten von P’ {iberein.



