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Gruppeniibung
Aufgabe G1 ()
Sei
500z,
", 100

fir n > 0 und x¢ = 5000.
(a) Berechnen Sie 1, 2, x3 und x4.

(b) Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass x,, > 400 fiir n > 0.

Losung:

(a) 21 = 25000 __ 125000 __ 625000 __ 3125000
— 751 2= 7301 %3~ 1551 » Y4 T T7801 ¢

(b) TA: Betrachte n = 0. Es gilt zp = 5000 > 400. Die Aussage ist also wahr fiir n = 0.
IS: Fiir ein n € N gelte x,, > 400 (IV).

Behauptung;:
Tpt1 > 400.
Beweis:
V) 5
Ty + 100 Tn + 7Tn

Aufgabe G2 ()
Sei h: R — R mit h(z) =sup{z € Z: z < z} fiir z € D(h) =R.

(a) Skizzieren Sie den Graphen von h.

(b) Beschreiben Sie mit eigenen Worten die Funktion h.

)

)
(c) Bestimmen Sie die Bildmenge von h (Beweis!).
(d) Ist h injektiv und/oder surjektiv? Begriinden Sie sorgfaltig!
)

(e) Wie kann man die Definitionsmenge und/oder den Wertebereich so verdndern (falls notwen-
dig), dass h injektiv bzw. surjektiv ist?
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Losung:
" [ Y-—o)
*—oO
z] o—o
o0
3 : o AR
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*—O =
*—0©
oo "
*—o
(a)

(b) Die Funktion h rundet reelle Zahlen auf die néchst kleinere ganze Zahl ab.

(c) Behauptung: Es gilt B(h) = Z.
Beweis:
,»,C“ Nach Definition von h gilt B(h) C Z.
»,D“ Sel z € Z. Dann gilt f(z) = z, d.h. z € B(h).

(d) Da Z C R, ist h nicht surjektiv. Wegen h(1) = h(2) =1 ist h nicht injektiv.

(e) Fiir surjektive Funktionen ist die Bildmenge gleich dem Wertebereich. Daher wéhlen wir als
Wertebereich die ganzen Zahlen Z. 3 3
Wir definieren h : Z — Z mit h(z) = h(z) fur z € D(h) = Z. Dann ist h surjektiv und
injektiv. (Wieso? Gibt es noch andere Moglichkeiten?)

Aufgabe G3 ()
Sei f: R — R injektiv.
(a) Bestimmen Sie gy = fo f~! und g2 = f~'o f. Geben Sie auch die jeweilige Definitionsmenge
und die jeweilige Bildmenge an.
(b) Gilt g1 = g27

Losung:
(a) Es gilt g1 : R — R mit g;(z) = x fiir x € D(g1) = B(f). Die Bildmenge B(g1) = B(f).
Es gilt g2 : R — R mit go(z) = z fiir x € D(g2) = D(f). Die Bildmenge B(g2) = D(f).
(b) LLA. stimmen die beiden Funktionen g; und g nicht tiberein, da die Definitionsmengen nicht
gleich sind.
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Aufgabe G4 ()

(a) Bestimmen Sie 100 101

S_Zk6+275— m —1)9)].

(b) Sei n € N. Bestimmen Sie den Wert (in Abhéngigkeit von n) von

2n+2
Sy ey et
k=n+1 k +2 m=n+3
Losung:
(a) Es gilt:

100 101 100 100 100

s=Y K+ 22[75 —(m =1 TSR S5 10 = Y 75 = 7500.
k=1 m= k=1 =1 =1

2n 9 2n+2 . 2 - ) 2n
t = — =
(n) 2 et > = 2. k+2 Z l+2
k=n+1 m=n+3 k=n+1
2n
S Y
k=n+1
Hausiibung

Aufgabe H1 (9 Punkte)
Sind folgende Funktionen surjektiv? Sind sie injektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort!

(a) f:Z—Zmit f(z) =3zfirze D(f) =17
(b) g: R — [0,00[ mit g(x) = |z — 1] fir x € D(g) =R
(¢) h:Q— Qmit h(x) =3z firz € D(h) =Q
Losung:
(a) Die Funktion f ist nicht surjektiv, da es keine z € Z gibt mit f(z) = 3z = 1. Behauptung: f
ist injektiv.
Beweis: Sei z1, 29 € D(f) mit 21 # z9. Dann gilt f(z1) = 321 # 322 = f(22), da 321 # 32
aus z1 # z folgt.
(b) Die Funktion g ist nicht injektiv, da g(0) = 1 = ¢g(2) und 0,2 € D(g) gilt. Sie ist surjektiv,
da fiir y € [0, 00[ (Wertebereich) g(y + 1) =y und y + 1 € D(g) gilt.

(c) Die Funktion h ist injektiv (dhnliche Argumentation wie in (a)). Sie ist aber im Gegensatz
zu f surjektiv, da fiir x € Q (Wertebereich) h(z/3) = x und z/3 € Q = D(h) gilt.

Aufgabe H2 (8 Punkte)
Sei 11 = %xn +4,n>0.

(a) Bestimmen Sie x1, x2, 3 und x4 fir zo = 120.
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(b) Zeigen Sie fiir 29 € R mit vollstdndiger Induktion
4 n
xn:(a:o—20)-(g) +20, n>0.

Losung:
(a) Es gilt: 1 = 100, zo = 84, x3 = 71,2, x4 = 60, 96.

(b) TA: Betrachte n = 0. Es gilt 2o = (zo — 20) - (3)° + 20. Die Aussage ist also wahr fiir n = 0.
IS: Fiir ein n € N gelte z,, = (zo — 20) - (3)™ + 20 (IV).

Behauptung;:
4
Tpt1 = (o — 20) - (g)"Jr:l + 20.
Beweis:
4 IV) 4 4 4
pir = (4 2 (Ao 200 By 20) 4= (e - 200 (e

Aufgabe H3 (16 Punkte)
Gegeben seien die Funktionen f : R — R mit f(z) = 22 fiir 2 € D(f) = R, g : N — N mit
g(n) =n+2fiur n € D(g) = N und h wie in Aufgabe G2.

(a) Bestimmen Sie die Bildmenge von f und g (Beweis fiir g!).

(b) Bestimmen Sie (ho £)(2) und (f o h)(2). Konnen Sie eine explizite Zuordnungsvorschrift fiir
h o f angeben?

(c¢) Sind die Funktionen f und g injektiv? Sind sie surjektiv? Begriinden Sie sorgfiltig!

(d) Wie kann man die Definitionsmenge und/oder den Wertebereich so verédndern (falls notwen-
dig), dass die Funktionen f und g injektiv bzw. surjektiv sind?

Losung:
(a) Es gilt: B(f) = [0, o0[.

Behauptung: B(g) = {n € N:n > 3}.
Beweis:
»,C“ Sel m € B(g). Dann existiert ein m € D(g) = N mit g(m) = m + 2 = m. Daher ist
me{neN:n>3}
,D% Seim € {n € N:n > 3}. Dann gilt g(m —2) = m und m — 2 € D(g). Daher gilt
m € B(g).

(b) Es gilt (ho f)(2) =2 und (f o h)(3) = 1. Wir schreiben ho f: R — R mit ho f = sup{z €
Z:z<a?} fiir x € D(ho f) = D(f).

(c) Die Funktion f ist nicht injektiv, da f(—1) = 1 = f(1) ist. Sie ist auch nicht surjektiv, da
f(z) =22 >0 fiir x € D(f) gilt, d.h. es existiert kein x € D(f) mit f(z) = —1.
Behauptung:g ist injektiv.

Beweis: Sei x1, 2 € D(g) mit x1 # x9. Dann gilt g(z1) = (21 — 2) # (2 — 2) = f(z2), da
(1 —2) # (x9 — 2) aus x; # x9 folgt.

(d) Wir setzen f : [0,00[— [0,00] mit f(z) = 22 fiir # € D(f) = [0,00[. Dann ist f injektiv und
surjektiv, d.h. bijektiv.

Offenbar ist g : N — B(g) mit g(n) =n+ 2 fiir n € D(g) = D(g) injektiv und surjektiv.



