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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Bestimmen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Substitutionsregel oder der partiellen Integra-

tion: .
1 N 3 2 31,2
(a) ze® dx, (b) tan(x) dex, (c) dz.
0 0 0o Vo341

Losung: (a) Mit partieller Integration ergibt sich

1 1
/ ze® dr = [ze®)) — / e dx = [ze®]) — [¢*]} = 1.
0 0

(b) Mit der Identitédt tan(z) = Sin(x)) und Anwendung der Substitutionsregel mit f(z) = 1, x €

os(z

D(f) = B(g), und g(z) = cos(z), D(g) = [0, 5], erhalten wir

/0?; tan(z) do = _/03 —Ccs)lsr(lg) de = _/15 L dr = n(ja])]} =~ In <;> ‘

(¢) Anwendung der Substitutionsregel mit f(z) = %, r € D(f) = B(g), und g(x) = 23 + 1,
D(g) = [0, 2], liefert

2 32 B 2 . B 9L B x9_
/Omdx_/of(g(x))g(x)dx—/l \/de_2[\r]1_4'

Q

Aufgabe G2 ()
Es sei die Funktion f : R — R gegeben durch

1 z?
x) = exp | ——
o) = e (=)
fiir # € D(f) = R. Entscheiden Sie, ob das uneigentliche Integral [*°  f(x) dz existiert.
Hinweis: Vergleichskriterium!
Vorschlag fiir Interessierte: Versuchen Sie, diese Funktion auf Ihrem Computer numerisch zu inte-
grieren, z.B. mit der Mittelpunktregel.
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Losung: Fir x € [-1,1] gilt 0 < f(z) < 1. Fir x € R\ [-1,1] gilt 0 < f(z) < exp(—|z|). Wir
betrachten nun das uneigentliche Integral [*_exp(—|z|) dz. Es gilt

/ exp(—|z|) dz = 2/ exp(—z) dz =2 lim [—exp(—z)]; =2 — lim ! = 2.
0

o t—o00 t—o00

Nach dem Vergleichskriterium folgt deshalb, dass das uneigentliche Integral ffooo f(z) dz existiert.

Aufgabe G3 ()
Es sei die Funktion f : R — R gegeben durch

fir x € D(f) = [r, 0. Zeigen Sie, dass f iiber [r, co[ nicht uneigentlich integrierbar ist.
Hinweis: Die Folge (Z;;l %)neN divergiert.
Loésung: Wir betrachten zunéchst Integrale auf beschrinkten Intervallen. Es gilt fiir n € N

sin(x sin(x
it S = > i dex =2 —_—
/ T do ; / x do = ; (t+ 1) / sin(z)] da ; (i4+1)m

Geméf dem Hinweis und dem Vergleichskriterium gilt

nm
lim
n—oo
i

Da lim,_ o, nm = oo, impliziert dies, dass das uneigentliche Integral von f nicht existiert.

7sin(a:) dxr = .

X
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Hausiibung

Aufgabe H1 ()
Bestimmen Sie die folgenden Integrale:
2

(a) /1 " eln(z)dz,  (b) /2 ) m}(x) dz, (c) /0 ® Pin(@) de, (d) /1 : $21+xdm.

Hinweis zu (d): Verwenden Sie den Ansatz xzix = % + 151, A, B eR.
Losung: (a) Mit partieller Integration erhalten wir

e 1 € €1 2 1 e 2 1
/1 zln(z) dz = [QmQIH(x)]l—/l imdx:%— [4m2dm]1:e Z .

(b) Anwendung der Substitutionsregel mit f(x) = -, D(f) = B(g), und g(z) = In(z), D(g) =
[2, e?], ergibt

2

T ¢ = In(2) - In(ln
/2 vIn() 4 = n@)ly =(2) = In(in(2)).

(c) Partielle Integration liefert
/2 sin(z) dz = [—x2 cos(z)]
0

= [~a?cos(x)]¢ + 2 [wsin(x)]

us

+2/2 x cos(x) dz
0

O woly

Ooly

— 2/2 sin(z) dz
0

= [—x2 cos(ac)]og +2[x sin(x)](? +2 [COS(x)]O%

(d) Koeffinzientenvergleich ergibt A =1 und B = —1. Damit erhélt man

. = Zdx — 7x—nx2 n(|z 2—In
/1 d:c—/ a / dz = In(jz)}2 + [In(jz + 1)]2 = In(3).

242

Aufgabe H2 ()
Untersuchen Sie die Existenz der folgenden uneigentlichen Integrale und bestimmen Sie gegebe-

nenfalls das Integral:
< 1 * In(x)

Losung: (a) Auf dem Intervall [ 1,1] gilt 1+ —= < 1. Auf R\ [—1,1] gilt 1+ — < x% Da zudem
fiir alle z € R H% > 0, existiert das uneigentliche Integral nach dem Vergleichskriterium. Wir

erhalten
R | 0 1 b
/ — dr = lim / dr + lim 5 dx
o L+ a——o0 [, 1+ 22 b—oo Jo 1+

= lim [arctanz]? + lim [arctan x]g
a——00 b—o0

SR
=TT

(b) Fiir alle z € [1, 00 gilt h;(f ) < L und h;( 2) > (. Nach dem Vergleichskriterium existiert das
2

uneigentliche Integral. Es gilt



15. Ubung Mathematik I fiir BI, WI(BI),MaWi, AngGeo und UI

Aufgabe H3 ()
Es sei f: R — R gegeben durch
flz)=2% aeR

fir x € D(f) =|0, oo[. Untersuchen Sie, fiir welche o € R das uneigentliche Integral

/01 f(x)dx

existiert.

Losung: Es gilt fiir a # 0

! 1 1t 1
/ x¥de = [lim x>t ] = — (1 — lim t““) .
0 a+1 Lt—o t a+1 t—0

1. Fall: o > —1.
Es gilt limy_o t**t! = 0. Daher existiert das uneigentliche Integral fiir o > —1.
2. Fall: a < —1.

Es gilt lim;_ t*"! = co. Daher existiert das uneigentliche Integral fiir & < —1 nicht.
3. Fall: a = —1.
Es gilt
1 1
/ el de = [lim ln(|x|)} = —limIn(t) = oo.
0 t—0 t t—0
Daher existiert das uneigentliche Integral fiir &« = —1 nicht.



