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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()

Bestimmen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Substitutionsregel und der partiellen Integra-
tion.

1 6$2+4 6 .92 7Tsin:r: ? z+1
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Losung: (a) Substitutionsregel mit f(z) = 2 fiir x € D(f) = B(g) und g(z) = 23 + 2z + 1 fiir
x € [0,1] (vgl. Vorlesung bzw. Arbeitsbuch Satz 23.4):

bo6a? +4 ot P R
/0333—1—2364—1 /f (x)dx—/lf(x)dx—Q /1 xd =2 [In(z)]] = 21n(4).

(b) Mit der Identitdt sin®(z) + cos?(x) = 1 fiir € R und mit Hilfe der partiellen Integration
erhalten wir

ol

6

Folglich gilt

(c) Mit Hilfe der Substitutionsregel erhalten wir

™ p) ™
/ SNz cospdr = / SNz osx d + / SNz g da
0 0 z
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= /exdx+/ e“dx:/emdx—/ e’ dz
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= 0.
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(d) Anwendung der Substitution mit f(x) = ﬁ fiir x € D(f) = B(g) und g(z) = 2% + 22 + 2 fiir
x € D(g) = [0,2] ergibt wie in (a)

2 T 10
/OdeZ \}de:[\/i};(]:\/l»—\@.

24+ +2 2

Aufgabe G2 ()
Berechnen Sie das Integral

2 1
—d
/1x(x2+1) v

mittels Partialbruchzerlegung. Bestimmen Sie also A, B, C' € R, so dass

1 _A Br+C

x(z? +1) E+ 2+ 1

gilt, und 16sen Sie die beiden neuen Integrale mittels Substitution.
Loésung: Koeffizientenvergleich liefert A =1, B = —1 und C = 0. Folglich gilt

2 2 2
1 1 x
- de= Zdx-— dz.
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Mit der Substitution f(z) = 5= fiir € D(f) = B(g) und g(z) = \/y — 1 fiir z € [1,2] erhalten
wir ) 5
/ 235:1/ lzllnf)—}an
1 X + 1 2 2 X 2 2

/2 ! d In 2 11 5+1ln2
————dz=In2—-In5+ -1In2.
1 x(z?+1) 2 2

und damit

Aufgabe G3 ()
Sei die Funktion f : R — R gegeben durch

T\ /sin® cos
f(x)_/l Vsin®(y) +ycostly) |

e™ + arcsin®(y)

fir 2 € D(f) = [1,5]. Bestimmen Sie die Ableitung f’.
Losung: Da g: R — R mit g(y) = Veintytycosty g, y € D(g) = [1, 5] stetig ist, ist f nach dem

e™Y+arcsin? y
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eine Stammfunktion von g und es gilt f = g.
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Hausiibung

Aufgabe H1 ()
Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

/2 2

(a) /1 LV e () /0 " sin(z) cos(z) dz,  (c) /_ T @ /O ' sin(e) de

Hinweis zu (c): Verwenden Sie, dass sin?(x) + cos?(x) = 1 fiir z € R gilt.

Losung: (a) Mit der Substitution f(x) = 2ze® fir x € D(f) = B(g) und g(z) = /z fir z € [1,4]
und anschlieffender partieller Integration folgt

4 2 2
/ eV dg = / 2ze” dox = 2te” — 2/ e® do = 2¢2.
1 1 1

(b) Mit partieller Integration erhélt man
/ sin(z) cos(x) dx = [sin(x) sin(x)]j — / cos(z) sin(x) dx
0 0

und damit

/0 " sin(z) cos(z) dz = 0.

(¢) Mit der Substitution f(x) = sin?(z) fiir € D(f) = B(g) und g(z) = arcsin(z) fiir z € D(g) =
[—3. 3] erhalten wir mit Hilfe der Aufgabe G1 (b)

1/2 1,2 % \/g
—dx = sin?(z) = ~~ +
/1/2 V1—a? - (=) 4

(d) Partielle Integration ergibt

ol

ol

1 1
i = [~z cos(z)]y — [ cos(z)dz = sin(1) — cos(1).
/0 xsin(z) dz = | (@)]o /0 (z)d (1) (1)

Aufgabe H2 ()
Bestimmen Sie

1 x
/0 (x +2) (22 —4) dz

x A B C

= + +
(x+2)(a2—-4) (z+2) (x+2)?2 (z—2)
fiir geeignete A, B,C € R (vgl. G2).
Losung: Koeffizientenvergleich liefert A = —%, B = %, C= é. Folglich gilt

mit dem Ansatz

1 " 1 1 1 ) L
/0 (x +2)(2? —4) dx:/o 8(z+2) +2($+2)2+8(m—2) dx:ﬁ—gln(?)).
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Aufgabe H3 ()
Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R mit

1, z€Q
f(m)_{ 0, z€R\Q

fir € D(f) = [0, 1] nicht integrierbar ist.
Hinweis: Berechnen Sie die Ober- und die Untersumme.

Loésung: Sei Z = {xg,z1,...,2,}, n € N, eine Zerlegung von [0, 1]. Dann gilt fiir i = 1,...,n

mi(f) =sup{f(z):x € [ri_1,25]} =0

und
m;(f) =inf{f(x) : z € [x;—1, 2]} = 1.
Damit ist die Obersumme von f bzgl. Z

und die Untersumme von f bzgl Z

Sz(f) = m(f) (@ —wi1) =0.
i=1
Somit ist B B
I(f) =sup{Sz(f) : Z Zerlegung von [0,1]} =1

und
I(f) =inf{S;(f) : Z Zerlegung von [0, 1]} = 0.

Folglich kann f nicht integrierbar sein.



