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Gruppeniibung

Aufgabe G1 ()
Betrachten Sie die Funktion f : R — R mit

1
flz) = =
firz e D(f)={zeR:z>0}.

(a) Zeigen Sie mit dem e-d-Kriterium, dass f stetig ist.
(b) Untersuchen Sie f auf gleichméfige Stetigkeit.

Lésung: (a) Seien € > 0 und = € D(f). Weiter sei y € D(f) mit |z — y| < 5. Insbesondere ist
y > 5. Es gilt

1 1 1 2
If(a:)—f(y)\:\;—g\:E\x—y\<ﬁ\x—y\-

Wiéhlen wir § = inf{%, %}, so erhalten wir fir alle y € D(f) mit |z —y| < ¢

2 ex?
z2 2

2 2
7@) = )] < —la —3l < 50 <

(b) Behauptung: Die Funktion f ist nicht gleichméfig stetig.
Beweis: Durch Negation der Definition der gleichméfigen Stetigkeit einer Funktion erhalten wir,
dass f genau dann nicht gleichméfig stetig ist, falls

Je>0Vi>03z,ye D(f): |z —y|<d=|f(x)— f(y)] >e.

Wir setzen e = 1, & = 6, y = g Es gilt |z — y| = g < 0. Wir kénnen annehmen, dass § < 1 ist
(warum?).
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Aufgabe G2 ()

Untersuchen Sie, wie viele Losungen x € R die Gleichung

sinx = —

5

besitzt. Bestimmen Sie eine Losung numerisch mit einer Genauigkeit von 4 - 1072,
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Loésung: Wie betrachten die Funktion f: R — R gegeben durch

, 2
f(z) =sinz — :
fir z € D(f) =R. Es gilt f(0) = —2 <0und f(%) = 2 > 0. Die Funktion f besitzt also nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle im Intervall [0, 27[. Weiterhin ist f 27-periodisch, besitzt also in
jedem Intervall 27k, 27 (k + 1)[, k € Z, eine Nullstelle. Damit existieren unendlich viele Lésungen
der obigen Gleichung.
Wir wenden das Bisektionsverfahren an und betrachten dazu das Intervall [0, 3]. Es gilt f(0) < 0
und f (%) > (. Die Funktion f besitzt also in diesem Intervall eine Nullstelle. Wie in der Vorlesung
beschrieben wurde, ist der Fehler im n-ten Schritt hochstens ﬁ Wir benétigen also 4 Schritte,
um die geforderte Genauigkeit zu erreichen.

n | an by, f(an) f(bn) f(%)
00 0,5 — + —
110,25 0,5 -+ -
210,375 0,4375 — + +
310,375  0,4375 —  + -
410,40625 0,4375

Somit ist z.B. g = 0,41 eine N&aherungslosung fiir die Gleichung sinx = % mit einem Fehler
kleiner als 4 - 1072,

Aufgabe G3 ()
Sei f: R — R gegeben durch
f(z) =2
fir x € D(f) = [0, 1].
a) Geben Sie die stiickweise lineare Interpolation g, fiir n = 3 von f an. Skizzieren Sie die
(a) p g
Graphen von f und gs.
(b) Bestimmen Sie die Feinheit der Zerlegung, so dass der Fehler |f(x) — g, ()| fiir alle x € [0, 1]
kleiner als 1072 ist.

Losung: (a) Nach der Vorlesung gilt mit der Zerlegung ¢, = %, k=0,...,3,

93(x) = 3(thr — ) f(tr) + 3(x — ) f(tr + 1)

fiir x € [tkutk+1]-
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(b) Wir betrachten die Funktion f auf dem Intervall [0, 1]. Wie aus der Vorlesung bekannt ist, gilt
fiir alle € > 0, 0 = inf{1, £} und fiir alle = € [0, 1]

[f(z) = gn(@)] <¢,

falls % < 8. Setzen wir € = 1072, ist § = 3 - 1072, Somit erhalten wir die gesuchte Genauigkeit
beispielsweise bei n = 301.
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Hausiibung

Aufgabe H1 ()
Betrachten Sie die Funktion f : R — R mit

firzx € D(f) ={x € R: x> 0}.
(a) Zeigen Sie mit dem e-d-Kriterium, dass f stetig ist.
(b) Untersuchen Sie f auf gleichméfige Stetigkeit.

(c) Fir n € N sei g, : R — R mit D(g,) = [0, 1] die stiickweise lineare Interpolation von f auf
dem Intervall [0, 1]. Bestimmen Sie die Feinheit der Zerlegung, so dass der Fehler | f(z)—gy, ()|
fiir alle x € [0, 1] kleiner als 102 ist.

Losung: (a) Wie in der 5. Ubung Aufgabe G2 gezeigt wurde, gilt

Ve — vyl < Vlz -yl

Sei € > 0. Setzen wir = &2, so erhalten wir fiir y € D(f) mit |z —y| <

f@) = f)l = Ve =yl < V]e—yl < Vi=e.

(b) Wir haben in Aufgabenteil (a) é unabhingig von x gewéhlt. Somit ist f gleichméfig stetig.
(c) Nach der Vorlesung erhélt man fir

1
- < &, wobei nach (b) ¢ := &% ist,

dass der Approximationsfehler kleiner als € ist.
So ist fiir n = 10* 4 1 die gesuchte Genauigkeit erreicht.

Aufgabe H2 ()
Untersuchen Sie, wie viele Losungen x € R die Gleichung

3cosx = sin 3x

besitzt. Bestimmen Sie eine Niherungslésung numerisch mit einer Genauigkeit von 3 - 1072,

Losung: Sei f: R — R gegeben durch f(z) = 3cosz —sin3x fir x € D(f) =R. Es gilt f(0) =3
und f(m) = —3. Die Funktion f besitzt also nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle im Intervall
[0, 27r[. Weiterhin ist f 2m-periodisch (warum?), besitzt also in jedem Intervall [27k, 27 (k + 1)],
k € Z, eine Nullstelle. Damit existieren unendlich viele Losungen der obigen Gleichung.

Wir wenden das Bisektionsverfahren an und betrachten dazu das Intervall [0, 7]. Es gilt f(0) <0
und f(7) > 0. Die Funktion f besitzt also in diesem Intervall eine Nullstelle. Wie in der Vorlesung
beschrieben wurde, ist der Fehler im n-ten Schritt héchstens 5. Wir bendtigen also 7 Schritte,
um die geforderte Genauigkeit zu erreichen.

n| an by f(an) f(bn) f(%)
0]0 ™ + - +
1|3 T + — —
2|3 %7’[’ + - +

3 gg o + - +

4] 4™ %W + - -

5 %71‘ %—gﬂ' + — +

6 %ﬂ' T + — —

7 G—ZW %ﬂ'
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Somit ist z. B. xg = 2—17? eine Naherungslosung fiir die Gleichung 3 cos x = sin 3z mit einem Fehler

kleiner als 3 - 1072,
Aufgabe H3 ()
(a) Sei f:R — Rmit D(f) = [0,1] stetig und es gelte f(0) = f(1). Zeigen Sie, dass ein z € [0, 5]
existiert mit f(z) = f(z + 3).
(b) Bestimmen Sie alle stetigen Funktionen ¢ : R — R mit D(g) = R, so dass die Bildmenge
endlich ist.

Losung: (a) Wir betrachten die Funktion h : R — R mit h(z) = f(z) — f(z + 3) fiir z € D(h) =
[0, 1]. Dann gilt

A(0) = £(0) - 1(3)
und | ) )
M) = F(3) — £(1) = F(3) ~ £(0) = ~h(0)
1. Fall: h(0) = 0. Dann gilt f(z) = f(z + 3) fiir z = 0 und fiir z = .

< 0 und mit dem Zwischenwertsatz erhalten wir ein z €]0, 2| mit

T
2. Fall 2(0) > 0. Dann ist h(3)
f(x) = flz+3).

3. Fall h(0) < 0. Analog zum zweiten Fall.

(b) Behauptung: Nur konstante Funktionen erfiillen die geforderten Eigenschaften.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Widerspruch.

Annahme: Sei f : R — R mit D(f) = R eine stetige, nicht konstante Funktion mit endlicher
Bildmenge.

Damit existiert ein y € R\ B(f) mit

inf f(z) <y < zgﬁf(x)-

Nach dem Zwischenwertsatz muss aber ein z € R mit f(x) = y existieren. Dies ist ein Widerspruch.



