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8. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 31) (Folgen)

Untersuchen Sie unterstehende Folgen auf Konvergenz oder Divergenz. Bestimmen Sie ge-
gebenenfalls die jeweiligen Grenzwerte.

a)

ar = Vk2+k—Vk?—k,

b)
3k — k? + 4k
by =—5——F—3>
k2 +2— k3
c)
cr=(1+ l)5’"’
LOsuNG:
a)
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b)
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(G 32) (Rekursiv definierte Folgen)

Die Folge {a, }nen ist rekursiv definiert durch

1
a; =1, an+1:1/1+§a%, n € N.



a) Zeigen Sie fiir alle n € N die Ungleichung 1 < a,, < v/2.

b) Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert, und berechnen Sie den Grenzwert.
LoOsuNa:

a) Da ein Quadrat immer positiv ist, folgt

/ 1
Ap+t1 = 1+§a%2v1+0:1

und mit a; = 1 > 1 der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil wird mit vollstédndiger
Induktion bewiesen. Als Induktionsanfang gilt a; =1 < V/2. Fiir den Induktionsschritt
von n nach n+ 1 wird als Induktionsvoraussetzung a, < v/2 angenommen. Zu zeigen ist
die Behauptung a,1 < V2. Mit der Annahme folgt a?l < 2 oder ai /2 <1, dann ergibt

sich
/ 1
Api1 = 1+§CL721§\/1+1I\/§

Die Folge ist also beschrankt.
b) Nach Teil a) gilt 1 > a? /2. Wegen
1 1 1
Upp1 = \/1+—a% > \/—a%—l——afb— Vat =a,
2 2 2
ist die beschrénkte Folge {a,}, n € N, monoton wachsend und nach Korollar 12.8 auch

konvergent mit a = lim a,,. Limesbildung der quadrierten Rekursionsformel
n—oo
1
2

_ 2
Apyq = 1+ 50,

liefert
. 2 1 . 2
Ima, ., = 1+ lim a,
2
2 a
a® = 1+ —
+ 5
2
a
— = 1,
2

und damit a = \/5, dal<a,< V2.

(G 33) (Eigenschaften stetiger Funktionen)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr bzw. falsch? Begriinden Sie Thre Antwort.

a) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R — R mit D(f) = [a,b] und B(f) =
<_007 OO)

b) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R — Rmit D(f) = [a,b] und B(f) = (¢, d).

c) Es existiert eine auf [a, b] stetige Funktion f : R — R mit D(f) = [a,b] und B(f) =
[0,1] U [3,4].

LOsUNG:

a) Falsch. Aus dem Satz 13.6 folgt, dass jede auf [a, b] stetige Funktion beschrénkt ist.

b) Falsch. Aus dem Satz 13.6 folgt, dass jede auf [a,b] stetige Funktion ihre Maximum und
Minimum erreicht.

c¢) Falsch. Aus dem Zwischenwertsatz 13.3 folgt, dass die Funktion f(z) alle Werte zwischen
0 und 4 annehmen muss.



Hausiibungen

(H 32) (Folgen)
(4+2+2P)

Untersuchen Sie unterstehende Folgen auf Konvergenz oder Divergenz. Bestimmen Sie ge-
gebenenfalls die jeweiligen Grenzwerte.
a)
1
ajp = (1 — ﬁ)k7
Hinweis: Bestimmen Sie limy,_.o.(1 — )", indem Sie die Funktion (1 — )* umformen und
die Formel limy_.o(1 + £)* = € verwenden.

b)
2k + 3. 4%
be = — 5
c)
cr = V4k? + 5k +2 — 2k,
LOSUNG:
a) Es gilt
1 1 1 1
(1— ) =( )b = )
k 1+ L 1+ 27 1+

Dann ist limy,_.o.(1 — 1)¥ = e7*. Es gilt

1 1 1 1 1
lim (1 — ﬁ)k = lim (1 — E)k(l + ) = lim (1 — E>k lim (1+ ) =ete=1.

, 2R 3.4k (2/4)F+3
dm e = i e = i Gy

da eine Folge a*, 0 < a < 1 nach Satz 12.6 gegen 0 konvergiert.

c¢) Erweiterung mit v/4k% + 5k + 2 + 2k fiihrt auf

VEIZFBEF 2 4 2k
lim cp = lim (VAR? + Bk + 2 —2k). Yoo TONF o
oo oo VARZ 1Bk + 2+ 2k

Y (4k* + 5k + 2) — 4k?

11m

k—oo /4k? + 5k + 2 + 2k
) S5k + 2

lim .

k—oo \/4k2 + 5k + 2 + 2k

542
= lim k

oA+ i+ L 42

= lim o
k=00 \/4 42
5)

1
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(H 33) (Zwischenwertsatz)

(5P)

Zeigen Sie, dass es fiir jede stetige Funktion f : [0,1] — [0, 1] ein z¢ € [0, 1] mit f(x¢) = zo
gibt.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion ¢(z) = f(x) — x.

LOSUNG:

Es gilt ¢(0) = f(0) —0 = f(0) > 0. Auf andere Seite ist ¢(1) = f(1) —1 <0, weil f(z) <1
ist. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es ein xq gibt, so dass ¢(zg) = f(zg) — 20 =0
ist.

(H 34) (Stetigkeit von Funktionen)
(3-+4P)

Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen stetig sind. Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funk-
tionen stetig auf ganz R bzw. auf [—1, 1] fortsetzbar sind.

a)
23+ 42 + 5x + 2

f(iC): 1’ IGR\{l,—l},

4+t —a—

_ @) )\ {o)

LOSUNG:

a) Die Funktion f(z) ist in R\ {1,—1} stetig, da fiir alle o € R\ {1, -1} lim,_,, f(x)

existiert und gleich f(zy) ist. Es gilt f(z) = ijfiii””f gﬁi;gffg = 242

Die Funktion f(x) hat eine hebbare Liicke bei f(—1) = —
fortsetzen, da f(x) fiir x = 1 nicht hebbar ist.

b) f(l‘) = ﬂ? LS [_1’ 1]\{0}

1—cos(z)

%. Sie lasst sich nicht auf R

Der Zihler sin(z) ist eine auf ganz R stetige Funktion. Da 1 — cos(x) auch auf ganz R
stetig ist und den Wertebereich [0, 1] besitzt, bildet die Verkettung mit der auf [0, oo)
stetigen Funktion /2 ebenfalls eine stetige Funktion. Die Funktion f ist damit bis auf
die Stelle x = 0, an der der Nenner eine Nullstelle besitzt, stetig.

Fiir eine Untersuchung der stetigen Fortsetzbarkeit wird die Darstellung

f2) = sin(x) 1+ cos(z) sin(x)-+/1+ cos(z)
T -
/1 — cos(z \/1 + cos(x) 1 — cos?(x)
benutzt. Mit y/1 — cos?(x) = |sin(x)| und der Vorzeichen-Funktion sign(z) kann diese

vereinfacht werden zu

f(x) = sign(sin(x)) - /1 + cos(z).
Fiir jede Nullfolge (x,,)neny mit 0 < x, < 1 ist sign(x,) = 1, wihrend fiir jede Nullfolge
(Yn)neny mit 0 >y, > —1 stets sign(y,) = —1 ist.

Mit /1 + cos(0) = v/1+1 = /2 besitzen die Folgen verschiedene Grenzwerte, so daf
f an der Stelle x = 0 nicht stetig fortgesetzt werden kann.




