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5. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 20) Quantoren

Uberlegen Sie sich, welche der folgenden Aussagen stimmen und was die Unterschiede zwi-
schen den Paaren i) und ii) sind.

a) 1) Fiir alle Autos gibt es einen Motor.

ii
b) i
ii) Es existiert ein n € N, so dass fiir alle x € R die Ungleichung = < n gilt.

Es gibt einen Motor fiir alle Autos.

Fiir alle z € R existiert ein n € N, so dass © < n gilt.

)
)
)
)

LOSUNG:
Die Aussage ai) ist richtig. Die Aussage aii) hingegen ist falsch, denn sie besagt, dass es
nur einen einzigen Motor fiir alle Autos gibt.

Die Aussage bi) ist richtig. Betrachtet man ein x € R und setzt n als die néchst grofere
natiirliche Zahl, so gilt < n. Die zweite Aussage bii) ist falsch. Denn gébe es ein solches
n € N, dann setzen wir z :=n + 1 € R und erhalten einen Widerspruch dazu, dass x < n
fiir alle z € R gilt.

Insbesondere sehen wir, dass zwischen
VreRIneN:x<n
und
dneNVzeR:z<n

ein Unterschied besteht. Die Reihenfolge der Quantoren ist von entscheidender Bedeutung.

(G 21) Betrige und Ungleichungen

Skizzieren Sie die folgenden Mengen auf der Zahlengeraden.
a) M ={zeR : |2z —3| <5}

b) M={xeR: |2z+1| >3}

c) M={xeR: |2x—3| <5und |2z + 1| > 3}

) M={zeR : ‘|x|—3’ <2}

e) M ={xeR: |2z —3| <5oder

|$\—3‘§2}



LOSUNG:

20 —3<5und 2x —3 > —5
2x < 8und 2x > -2
z<4und x> —1

-1 <xz<4

| | | | |
} | | | } %—f—f—»
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a) |22 —3| <5

1111

b) 2r+1>3 <= 2z+1>3o0der2z+1< -3
<= 2x >2oder2z < —4
< x>1loderz < -2

=
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c¢) Hier werden die beiden Bedingungen aus a) und b) mit ,und“ verkniipft, die beiden
Mengen also geschnitten (,, N%).

|22 — 3| <5und |22 + 1| > 3
<— —1<z<4und(zr>1 oderz< —2)
<— (-1<z<4undz>1) oder (-1 <zx<4 undz < —2)
— l<z<4

D ol -3 <2

|z] =3 <2und |z| -3 > -2

|z] <5 und |z| > 1

(r <5und x > —5) und (x > 1 oder z < —1)

(x<bund x> —-5und z > 1) oder (zr <5und z > -5 und x < —1)
(r <5und x > 1) oder (z > =5 und z < —1)
1<z<b5oder -5 <z <~-1

—4—%—'—%—'—»
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e) Hier werden die beiden Bedingungen aus a) und d) mit ,oder” verkniipft, die beiden
Mengen also vereinigt (,, U“).

\2x—3\§5oder‘|x\—3’§2
— —-1<zr<4oderl<z<bHoder-H<zr<-1
— -5H<zr<H

—l—zﬁ—f—»
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(G 22) Archimedisches Axiom

In dieser Aufgabe sollen Folgerungen aus den Archimedischen Prinzipien betrachtet werden.

a) Beweisen Sie: Sei b € R und b > 1. Dann gibt es zu jedem r € R, mit r > 0 eine
natiirliche Zahl n € N, so dass b™ > r.

Hinweis: Benutzen Sie die Bernoullische Ungleichung (1 + z)™ > 1+ nx fir jedes reelle
x > 1 und jedes n € N, vgl. Aufgabe (H 16).

b) Zeigen Sie: Sei b eine reelle Zahl mit 0 < b < 1. Dann gibt es zu jedem reellen € > 0 ein
n € N mit b" < e.

LOSUNG:

a) Sei . = b—1 und y = r — 1. Nach Voraussetzung ist * > 0. Aus der Bernoullischen
Ungleichung folgt also

V"= (z+ 1)m > 14+ mz, fiir jedes m € N. (1)
Nach dem Postulat (5) von Archimedes gibt es ein n € N, so dass nx > y = (r —1). Fiir
dieses n gilt dann nach (1) 0" > 14 nx > r.
b) Da0 < b <1 gilt % > 1. Aus Teil a) folgt, dass ein n € N gibt, so dass (%)n > % ist.
Folglich gilt 0" < e.
(G 23)

Zeigen Sie, dass ein Parallelogramm, dessen Diagonalen senkrecht aufeinander stehen, ein
Rhombus (eine Raute) ist, d.h. alle Seiten sind gleich lang.

b
Hinweis: In Aufgabe (H 8) wurde gezeigt, dass sich die Diagonalen halbieren.

LOSUNG:

Es geniigt, die Gleichheit von zwei aneinander angrenzenden Seiten zu beweisen, aus Sym-
metriegriinden sind dann auch die anderen Seiten gleich lang.

Aus (H 8) folgt, dass es gleich weit von einer Ecke zum Diagonalenschnittpunkt ist, wie
von dort zur gegeniiberliegenden Ecke, daher sind die beiden eingezeichneten Vektoren p
dquivalent. Deshalb gilt:

i=p-q b=q+Fp.
Folglich ist [|a|* = (@] @) = (7] p) + (7| @) — 2- (7| )
——
=0daplq
B> = (6 18) = (51 5) + (7| @) +2- (7| B,
——
=0daplq

vgl. Aufgabe (H 24). Daraus folgt aber, dass auch ||a|| = ||b]].



Hausiibungen

(H 20) (5 Punkte) Hohensatz

Betrachten Sie folgendes rechtwinkliges Dreieck:

S

A

q
Beweisen Sie den sogenannten Hohensatz:
W =p-q,

hierbei bezeichnen h, p, ¢ jeweils die Langen der Hohe und der beiden Hohenabschnitte im
rechtwinkligen Dreieck A, B, C. Verwenden Sie dazu das Skalarprodukt!

Losuna:

Mit den Bezeichnungen aus der Abbildung gilt @ = —(F+ h), b = —(7+ h).

Da nach Voraussetzung der Winkel bei C' ein rechter ist, gilt
0=(a|b)=(h+7F|h+q) =(h|h)+ (k) +(h|5)+(F]D).

=0

wobei zwei Terme wegfallen, da hL P, ¢ ist. Da p'und ¢ entgegengesetzte Richtungen haben,
also —p' || ¢, gilt (p'| §) = —||P]| - ||4]]. Man erhélt also

0=—(h|h)y+{F| &) =hl>— 7] - llal = I&l* = [l71)q]-

Genau das war zu zeigen.

(H 21) (3 Punkte) Betridge und Ungleichungen

Bestimmen Sie fiir die Mengen Ny, Z und R die Losungsmenge von
a) Tx + 8 = 3z,

b) |3z + 2| =5,

c¢) |z + 3|+ |z —3| < 10.

LOSUNG:

a) Die Gleichung ist dquivalent zur Gleichung 4x = —8, die in R und Z jeweils die eindeutige
Losung x = —2 besitzt, in N jedoch nicht l6sbar ist.

b) Die Betragsgleichung ist dquivalent zum Ausdruck

3r+2=>5o0der 3x+2=-5
bzw. 3x = 3 oder 3x = —7.

Damit besitzt |3z + 2| = 7 in R die beiden Losungen x; = 1 und x5 = %7, in Z und N,
jedoch nur die eindeutige Losung x = 1.



c¢) Hier handelt es sich um eine Ungleichung. Sei zunéchst x € R. Da zwei Betrage vorkom-
men, fiihren wir eine Fallunterscheidung durch:

1.z >3 alsoz+3>0und x — 3 >0 Dann ist |x 4+ 3| + | — 3| < 10 dquivalent zu
(x+3)+ (z —3) < 10,

also 2x < 10 mit der Losungsmenge = € £; = [3,5).

2. =3 <x<3,also r+3 > 0und z —3 < 0 Dann ist |z + 3|+ |z — 3| < 10 dquivalent
zu

(x +3) — (x —3) < 10,
also 6 < 10 mit der Losungsmenge x € Lo = (=3, 3).
3. 2 < —3,also x+3 <0und 2 —3 < 0 Dann ist |z + 3| + |z — 3| < 10 dquivalent zu

—(x +3) — (x — 3) < 10,

also —2z < 10 mit der Losungsmenge = € L3 = (—5, —3].
Insgesamt erhilt man damit die Losungsmenge £ = £1 U Ly U L3 = (=5, 5).

Schrankt man x auf die ganzen Zahlen ein, dann mufl man £ mit Z schneiden und erhélt
die Losungsmenge {—4,—3,—2,—1,0,1,2,3,4}. Fiir x € Ny verbleiben die Losungen
{0,1,2,3,4}.

(H 22) (5 Punkte) Babylonisches Wurzelziehen

Gegeben sei die rekursiv definierte Folge

1 €T
b1 = §(bn‘+ 5;)>

mitby=x+1,z€ R, z>0.
a) Zeigen Sie, dass b, > 0 und bi > x fiir alle n > 1 gilt.

b) Zeigen Sie, dass die Folge monoton fallend ist, d.h. b,; < b, gilt fiir alle n > 1.

c¢) Betrachten Sie nun die Folge

ay = firn=1,2,....

b
Weisen Sie nach, dass die Folge monoton steigt, d.h. a,+1 > a, fiir alle n, und dass
immer a2 < z gilt.

d) Zeigen Sie nun, dass

bpi1 — Gpe1 < 5 (bp, — ay) .
Anleitung: Driicken Sie alles durch b, aus, schdtzen Sie b,y 1 durch b, ab.

e) Zeigen Sie, dass durch die beiden Folgen (a,, | n € N) und (b, | n € N) eine Intervall-
schachtelung gegeben wird, welche die reelle Zahl \/x approximiert.

LOSUNG:



a) Das b, > 0 fiir alle n gilt, ergibt sich durch Induktion: b; > 0 und b, ist Summe der
(nach Induktionsvoraussetzung) positiven Zahlen % und T

Nun zeigt man b2 > y: Zuniichst gilt b = 22 + 22 + 1 > z.
Fiir n > 1 hat man

1 x? 1 x?
1 x? 1 T

= (B~ 2+ ——) = ~(byy — 2>
4( n—1 x—i_b%_l) 4( 1 bn—l) —07

folglich b2 > .
Bermekung: Man kann leicht auch zeigen, dass b2 > x, indem man induktiv vorgeht und

in .
x
bn— o 2 _ b2 _ 2
( 1 bn—l) 6721_1( n—1 x)
die Induktionsvoraussetzung einsetzt.
b)
1 x 1 b 1 x 1
by —bpir =bp — =(bp+ —) = =(2b, — b, — —) = =(b, — —) = —(b°> —z) >0,
wegen a).
c) Dies folgt aus a) und b). Denn aus b2 > x erhilt man
1 1 2 2
Eg;, also gilt aizagx;:x.
Und aus b, < b, folgt sofort a,.1 = ﬁ > % = a,.
d) Aus b,y < b, folgt ﬁ > i und daraus —bnlﬂ < —i. Es gilt also
bn+1 — Gt _ %(bn""ﬁ)_ﬁ < %(bnij%)_% _ %(b“_bi) _1
b, — a, by — 4= - b — 3= by — 4= 2

e) Zunéchst iiberpriifen wir, dass es sich tatséchlich um eine Intervallschachtelung handelt:
Aus a), b), ¢) folgt

Uy < py1 <o < < VT <bpy-- <bpy < b, fiirallel <n<m.
Es bleibt zu iiberpriifen, dass es zu jedem k > 0 in N ein n gibt, so dass
1
b, —a, < —.
~k

Dies folgt aber aus d), denn es gibt ein N € N, so dass by — a; < N. Aus d) folgt nun,

dass N N
by — Gy < <§> (hh—aq) < <§> N, fiirm > 1.

(Induktion nach m.)
Setze nun k' = k- N. Es gibt dann ein n € N, so dass 2" > k’. Dann gilt aber auch
\" N 1
bn —a, < | 3 N < — =
¢ (2) Kk

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip wird durch diese Intervallschachtelung eine re-
elle Zahl approximiert. Dass hier /= approximiert wird, ergibt sich daraus, dass a, <
vz < b, nach Teilen b) und c¢) fiir alle n gilt, v/z also in allen Intervallen enthalten ist.



ZUSATZFRAGE: Warum ist /= die einzige so approximierte Zahl?

LOsuNG: Indirekter Beweis, dass (nur) genau eine Zahl approximiert wird.

Annahme: y, v € R, y # ¢/, werden approximiert, sind also beide in allen Intervallen
enthalten. OBdA sei 3’ > y. Dann gilt aber ¢/ —y > 1/2M(b; — ay) fiir ein M in N (wieder
Archimedisches Prinzip, vgl.(G 22b)). Folglich liegen y und gy’ nicht beide im Intervall
lanr, bar]! Widerspruch.

(H 23) (3 Punkte)

Sei V' ein euklidischer Raum, (- | -) das Skalarprodukt, und ||7]| := /(¥ | U). Zeigen Sie,
dass fiir a, beV gilt: B B B
i—b L a+b <= |ad|| =10

LOSUNG:

Laut Definition gilt:

®‘l

—b L

(@
{@la)

@l

<~
—

@l
\/ 0‘1

ISH
=L+

—||a||2 =(bla) =512

ll* — [lpl]* =0

11

lall = ol

(H 24) (4 Punkte)
Sei V' ein euklidischer Vektorraum und (- | -) das kanonische Skalarprodukt auf V. Die

Norm sei durch ||¢/]| = /(¥ | ¥) erklért.

Zeigen Sie, dass fiir jedes Paar von Vektoren 7, ¥ € V folgende Aussagen gelten:

—

a) |2 — gl = |Z)* + |7]1*> — 2|7 - ||¥]| - cos @, wobei § den Winkel zwischen Z und
bezeichnet. (Verallgemeinerter Pythogoras)

b) |7+ 7| + |17 — 7l|* = 2||Z||* + 2||7]|* (Parallelogramm Gleichung).
LOSUNG:
a) Es ist

17 =g = (@ - g|7—9) =(T|2) - &9 -G+ TP
= 171" + lg1* — 2+ (& | 9) -

Per Definition des Winkels zwischen & und ¢ gilt (%' | ) = 2||Z|| - ||]| - cos 6.
b) Addiert man a) und a), mit ¢ durch —% ersetzt, dann erhélt man die Gleichung.



