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5. Ubung

Gruppeniibungen

(G 20) Quantoren

Uberlegen Sie sich, welche der folgenden Aussagen stimmen und was die Unterschiede zwi-
schen den Paaren i) und ii) sind.

a) 1) Fir alle Autos gibt es einen Motor.

)

ii) Es gibt einen Motor fiir alle Autos.

b) i) Fiir alle x € R existiert ein n € N, so dass = < n gilt.

ii) Es existiert ein n € N, so dass fiir alle z € R die Ungleichung = < n gilt.

(G 21) Betrige und Ungleichungen

Skizzieren Sie die folgenden Mengen auf der Zahlengeraden.
a) M ={reR: |2z —-3| <5}

b) M={xeR: [2c+1| >3}

c) M={zxeR: |2xr—3| <5und |2z + 1| > 3}

A M={zreR : ‘|x|—3) <2}

e) M={xeR : |20 —3| <5oder ‘|x|—3) <2}

(G 22) Archimedisches Axiom

In dieser Aufgabe sollen Folgerungen aus den Archimedischen Prinzipien betrachtet werden.

a) Beweisen Sie: Sei b € R und b > 1. Dann gibt es zu jedem r € R, mit r > 0 eine
natiirliche Zahl n € N, so dass b™ > r.
Hinweis: Benutzen Sie die Bernoullische Ungleichung (1 + )™ > 1+ nx fiir jedes reelle
x > 1 und jedes n € N, vgl. Aufgabe (H 16).

b) Zeigen Sie: Sei b eine reelle Zahl mit 0 < b < 1. Dann gibt es zu jedem reellen € > 0 ein
n € N mit b" < ¢.



(G 23)
Zeigen Sie, dass ein Parallelogramm, dessen Diagonalen senkrecht aufeinander stehen, ein
Rhombus (eine Raute) ist, d.h. alle Seiten sind gleich lang.

Hinweis: In Aufgabe (H 8) wurde gezeigt, dass sich die Diagonalen halbieren.



Hausiibungen

(H 20) (5 Punkte) Hohensatz
Betrachten Sie folgendes rechtwinkliges Dreieck:

S

A

q
Beweisen Sie den sogenannten Hohensatz:
W =p-q,
hierbei bezeichnen h, p, q jeweils die Langen der Hohe und der beiden Hohenabschnitte im
rechtwinkligen Dreieck A, B, C'. Verwenden Sie dazu das Skalarprodukt!
(H 21) (3 Punkte) Betrige und Ungleichungen
Bestimmen Sie fiir die Mengen Ny, Z und R die Losungsmenge von
a) Tx + 8 = 3,
b) |3z + 2| =5,
c) |z + 3]+ |z — 3| < 10.

(H 22) (5 Punkte) Babylonisches Wurzelziehen
Gegeben sei die rekursiv definierte Folge

1 T
bn :_bn T )
+1 2( +bn)

mit by =x+ 1,z € R, z > 0.
a) Zeigen Sie, dass b, > 0 und bi > x fiir alle n > 1 gilt.

b) Zeigen Sie, dass die Folge monoton fallend ist, d.h. b,; < b, gilt fiir alle n > 1.
c¢) Betrachten Sie nun die Folge

Qp = firn=1,2,....

b
Weisen Sie nach, dass die Folge monoton steigt, d.h. a,;1 > a, fiir alle n, und dass
immer a2 < z gilt.

d) Zeigen Sie nun, dass

bpi1 — Api1 < 5 (bp, — ay) .
Anleitung: Driicken Sie alles durch b, aus, schdtzen Sie b, durch b, ab.

e) Zeigen Sie, dass durch die beiden Folgen (a,, | n € N) und (b, | n € N) eine Intervall-
schachtelung gegeben wird, welche die reelle Zahl \/x approximiert.



(H 23) (3 Punkte)

Sei V' ein euklidischer Raum, (- | -) das Skalarprodukt, und ||v| := /(v | v). Zeigen Sie,
dass fiir a, b € V gilt:

a—b L a+b < |a| =10
(H 24) (4 Punkte)

Sei V' ein euklidischer Vektorraum und (- | -) das kanonische Skalarprodukt auf V. Die
Norm sei durch ||v]| = /(v | v) erklért.

Zeigen Sie, dass fiir jedes Paar von Vektoren z,y € V folgende Aussagen gelten:
a) |z —yll> = ||lzlI*> + lyl*> = 2|lz|| - |lyll - cos@, wobei § den Winkel zwischen z und y
bezeichnet. (Verallgemeinerter Pythogoras)

b) ||z +yl|* + ||z — y||* = 2||z||* + 2||y||* (Parallelogramm Gleichung).



