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13. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 46) (Partielle Integration)

Berechne die folgenden Integrale durch partielle Integration
a) [ a?sinzdz,

b) fol(coshQ(m), arctan(x)) dzx.

LOsuUNG:

a) [ a? sinxde =7° +2 ((wsina)j — [; sinzde) =7* —4.

b) Es gilt fol (cosh?(z), arctan(x)) do = (fol cosh?(x) du, fol arctan(x) dr).

Fiir den ersten Eintrag hat man
1 1
/ cosh?(z)dx = / cosh(x) cosh(z) dx
0 0
1
= [sinh(x) cosh(z)]; —/ sinh?(z) da
0
1
= sinh(1) cosh(1) +/ 1 — cosh®(z) dx
0
1
= 1+ sinh(1) cosh(1) —/ cosh?(x) du,
0

somit folgt

<sinh(1) cosh(1) + %) .

N | —

1
/ cosh?(z) doz =
0

Wahlt man u(z) = arctan(z) und v(z) = 1, so erhdlt man

1

1+x2d$

1 1
/ arctan(z) dx = [z arctan(x)](l) — / x
0 0
1
1 , 1
= arctan(1) — [—ln\l—l—x |} =7n/4—=In2.
2 . 2



Daher gilt es

/0 (cosh?(z), arctan(x)) do = (% (sinh(l) cosh(1) + %) , /4 — %ln 2).

(G 47) (Substitution)
Berechne die folgenden Integrale mit Hilfe der Substitution

a) fa6/52 J—dr mit a >0,

b) [ ok + i

e xzlnz

LOSUNG:

a) Wir substituieren x = z(u) = asinu mit u 6 [—7/6,7/6]. Da 0z/0u(u) = acosu > 0
und u = u(x) = arcsin £ ist, erhélt man f o2 Tl = fﬂﬂfﬁ LS gy — f:/r% du =
/3.

b) Es gilt fe dr +j fe (hm dz.

Wir substituieren v = Inx, so dass du = %d:v. Daher

+] lnx) dl’—f

e xlnx

mlnx

und

2

€ 1 62 2
[ b e = @) = Inne) i) =2l =

Wir substituieren v = Int, so dass du = %dt. Daher

2 3
/(lnt) dt:/quu:u—
t 3

e p -

e

und

Daher gilt es f + 2 g = 1n2 +j1.

J;lnx

(G 48) (Partialbruchzerlegung)

Bestimme die folgenden Integrale mit der Methode der Partialbruchzerlegung:

a)

/3 4% + 152 — 15
3 5 dx,
9 X5+ 22% —3x

/1 202 +2r 4+ 4
dx
o @@+ )



LOSUNG:

a) Wir stellen zunéchst fest, dass der Grad des Zéhlerpolynoms kleiner ist als der Grad des
Nennerpolynoms. Auserdem besitzt das Nennerpolynom die Darstellung

1?4+ 22 —3r = (2 +2v - 3) = (v — 1)(z + 3)

und verfiigt somit iiber die drei verschiedenen Nullstellen 1y = 0, zo = 1, 3 = —3. Wir
erhalten daher die Partialbruchzerlegung

42% 4+ 152 — 15 A A, Az

?+22 -3z v  x—1 x+3
2P (Ay+ Ay + Ag) + (241 + 345 — A3) — 34,
N x3 4 222 — 3x

Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

A+ Ay + A3 =4
2141 +3A2 —Ag =15

mit der Losung
A =5, Ay=1, A3=-2
Wir erhalten nun
2
/4;:2152x__31x5dx:/gdx—i—/xildx_/:ﬂi?)dx

=5n|z|+njz -1 —-2Injz+3|+C

Daher gilt es

dr=—-2In6+2In5+5In3 —41n2.

/3 4a% 4+ 152 — 15
5 w34 22%— 3z

b) Wir stellen zunéchst fest, dass der Grad des Zahlerpolynoms kleiner ist als der Grad des

Nennerpolynoms. Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist hier
222 4+ 2z + 4 Aq A? Bx+ D

+ + .
(x+1)2(x24+1) (x+1) (z+1)?2 (2241)
Mulitplikation mit dem Nenner liefert

20° 422 +4 = (x+ 1) (2> + DA, + (2* + 1) Ay + (z + 1)*(Bz + D)
&
02 + 222 + 20 +4 = (A + B)2® + (A, + Ay + 2B + D)2 + (A, + B +2D)z + (A, + Ay + D).

Koeffizientenvergleich ergibt das Gleichungssystem

Ai+B=0

Ai+ A +2B+D =2
Ay +B+2D =2

A1 +A+ D=4



mit der Losung A; =1, Ay = 2, B = —1,C = 1.Somit gilt fiir das Integral

/ 202 +2x 4+ 4
€T
(z+1)*(22 +1)

1 2 —x Lo
/<x+1>+<x+1>2+<x2+1>+<x2+1) o

In|z+1|—

1 2
+ arctanz — §ln|x + 1] +c.

2
(x+1)

Also erhalt man

Y22t 2044
/( v erd de=1/2In2+ 1+ 7 /4.
0

r+1)2(22+1)



Hausiibungen

(H 48) (Partielle Integration)
(3+4P)

Bestimme die folgenden Integrale durch partielle Integration:
a) / sin z du,

0
b) / (xe™®, 2z 1n(x)) dz.

1

LOSuUNG:

a) Partielles Integrieren liefert
/sin4 vdr = —sin®zcosx — / 3sin® x cos (— cos ¥)dw
= —sin*zcosz — / 3sin? z(sin®z — 1)du.
Stellt man die Gleichung nach [ sin 2 dz um, so erhilt man
4 I .5 3 .9
sin®zdr = —ysin"zcosz + 7[5 xdx.
Wiederholt man das selbe Argument noch einmal, so siecht man

1 3 1 1
/sin4xdx:—zsin3xcosx+1 (—§sinxcosx+§/1dac> =

—Zsin®xcosx — gsina:cosx + gx

Man bekommt daher

™
/ sintz dr = (_Z sin® 2 cos x — gsinxcosx + =x)
0

8
b) Es gilt/ (xe™®, 2z 1In(x)) dx = (/ re ® d:v,/ 2z In(z) dx).
1 1 1

Es gilt

e

/ re dr = —e * x —/ (—e™®)- 1 dx
) N T A A
fl@) g(x) @) 9@

e

= !+ / e Tdr = - —e | =2t —e e+ 1).
i 1

Bei dem zweiten Eintrag wihlen wir g(z) = In(x) und f'(z) = 2z und setzen dann



¢ (z) =21 und f(z) = 2? ein:

e e e 1
/ 2zIn(z)dr = _2° In(x) —/ 22 - = do

~~—— 1 ~ T

! RO Y@ =

g'(z

e L1 e?+1
2 2
. ‘< 1 e e +1
Daher gilt es [ (ze™,2zxIn(z))dr = (2¢7 —e “(e + 1), 5 )
1

(H 49) (Substitution)
(24-5P)

Bestimme die folgenden Intergrale mittels Substitution:

4
a) / eV dz,
1
! 1 x+1

b +7J
)/0 coshx + 1 j\/x2+21‘~|»2

LOSUNG:

dz.

a) Mit der Substitution ¢ = \/x und anschlieflender partieller Integration folgt

4 2 2
/ eVedy = / o2tel dt = 2tet|f — 2/ et dt = 2¢2.
1 1 1

1 1 1
1 1 1 1
b) Esgilt/ ——i—dex: ———dr+j de.
o coshzx+1 Va2 +2x+2 o coshzx+1 0 Va2 +2xr+2
Mit der Substitution z = Int gilt

1 1 1 1 2
/—dz _ /de:/ : -—dt:/—dt
coshz +1 %le Hiogq it 2+ 1+2t

2
2 2 2
= /—dt:——+c:— +c.
(t+1)2 t+1 e +1

1
1 2
Daherist/ ——dr = — = — +1= .
o coshx +1 e?+1lo e+1 e+1

Anwendung der Substitution ¢t = 22 + 2z + 2 ergibt

1 2 e—1

1

x——i_lcw_/k—)idt_[\/{r_\/__\/g
0o VaZ4+2x+2 5 2/t 2 '

1

1 r+1 e—1
Daher hat ] dx = ] —V2).
aher ha man/o cosh:c+1+‘7 9.5 T e+1+](\/_ \/_)



(H 50) (Partialbruchzerlegung)

(44-2P)
Bestimme die folgenden Integrale mit der Methode der Partialbruchzerlegung:

d
x—at—x+1 “

b) /9 L 4
L 12—1—6 -

LOSUNG:

)/3x7—x5+9x4—5$3—2x2—5x+7
a
2

T— 25+ 92t —52® — 222 —Br 4+ 7 2, +9x4—4x3—2x2—6x—|—7

a) Polynomdivision liefert =x+ux
) Poly ‘ . xd—xt—x+1 o -t —r+1
Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung des echt rationalen Teils ist wegen

-t —r+1=(r—1)>*(z+1)(2*+1):

9!t —da® —22* —6x4+7 A N Ay N As +Ba:—|—D
-zt —ar+1 (-1 (x—1)2 (z4+1) 2241

und durch ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich erhélt man

9z —4x® — 22> — 62 +7 2 N 1 N 3 +4:10—1—5
-t —r+1 S (-1 (-2 (z+1) 2241

Nun kann wie folgt integriert werden:

/x7—x5+99§4—5x3—2x2—5x+7
dr =

-zt —zr+1

/:r2+x+ 2 n 1 . 3 +4x+5dm—
(-1 (z—-1)% (v+1) 22+1 "

3 2
1

x—+x—+21n|x—1]——1+3ln|a:+1|—|—21n]:c2—|—1\+5arctanx+c
x_

3 2

ST — 2 + 92t — 523 — 222 —5x 4+ 7
9 -zt —r+1

2In10 — 2In5 + 5(arctan 3 — arctan 2).

b) Wir stellen zunéchst fest, dass der Grad des Zihlerpolynoms kleiner ist als der Grad des
Nennerpolynoms. Ausserdem besitzt das Nennerpolynom die Darstellung

der =28/34+2In2—-3In3+3In4+

Dann gilt es

2 —x—6=(r—3)(z+2)

und verfiigt somit iiber die zwei verschiedenen Nullstellen x; = 3, x5 = —2. Wir erhalten
daher die Partialbruchzerlegung
1 Ay As

:v2—3:—6_:v—3+:v+2
N $(A1+A2)+2A1—3A2
N 22 —x—-6

Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

A1+A2:0
2A1—3A2:1



mit der Losung

Wir erhalten nun

9 1 1/ 1 1/ 1
- dr=- dr — = d
/4352—95—6:5 5/4x—3x 5/4 z+27

:21n6—11n11.
5 5



