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10. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 37) (Differenzierbarkeit und Betragsfunktion)
Untersuche die Funktion f: R — R mit f(z) = x - || auf Differenzierbarkeit fiir x € R.

LOSUNG:

Fiir alle z € R gilt

rz: x>0
|z| = 0: z=0
—z: x<0
und somit ist
22 x>0
flz) =z |z|= 0: z2=0 .
—2?: <0

Auf dem Intervall I; = (0, 00) stimmt die Funktion f mit der Abbildung ¢; : I; — R, die
durch die Zuordnungsvorschrift g, (x) = z? gegeben ist, iiberein und ist somit differenzierbar
auf I;. Beziiglich des Intervalls Iy = (—00,0) stimmt f mit der Abbildung g, : Io — R mit
go(x) = —x? iiberein und ist daher auf I, ebenfalls differenzierbar. Es bleibt nur noch die
Stelle p = 0 zu untersuchen.

Fiir jedes € R mit x # 0 ist der Differenzenquotient von f durch

flp+Az)—flp) _ f(z) - f(0)

- = s

Az T

gegeben, so dafl sich aufgrund der Stetigkeit der Betragsfunktion die Differenzierbarkeit
von f an der Stelle p = 0 folgern 14t, da nunmehr der Grenzwert

o [+ Ar) — f(p)

/ o I _
10 = o T < el =0
20: x>0
existiert. Somit ist f auf ganz R differenzierbar, und es gilt f'(z) = 0: =0
—2x: <0

=2zl

(G 38) (Differentiation)

Bestimme die Ableitung der folgenden Funktionen:



a) f(z) =sin(z) - cos(x),

b) g(w) = =22,

c) h(z) =va2+1,

d) p(z) = jxel®, wobei j die komplexe Eins ist.

a) Hier wird die Produktregel

(p(x) - q(x)) = p'(x) - q(z) + p(z) - ¢ (z)
bendtigt:
f(x) = cos(z) - cos(x) — sin(x) - sin(x) = cos®(x) — sin?(z)

b) Die Quotientenregel

liefert die Ableitung

, cos(x) - x? —sin(z) - 2x  cos(z)  2sin(z)
g (37) = 24 = 22 - 3 .
c¢) Bei dieser Aufgabe helfen die Kettenregel
plg(x)) =1'(q(z)) - ¢'(z)

sowie die Darstellung h(z) = (22 4 1)3:
1
B (z) = g(xQ +1)7F 22

d) p'(z) = j&i" + ja - jeI* = (j — x)e”.
(G 39) (Relativer Fehler)

Die Tangentenbussole hat diesen Namen, weil die Stromstérke J proportional dem Tangens
des Ablesewinkels o der Magnetnadel ist:

J = ctana,

wobei ¢ eine Apparatenkonstante bedeutet.

Schaetze den relativen Fehler %% ab, falls sich die Winkel o auf einen halben Grad
genau ablesen. Bestimme den relativen Fehler in % fiir die Winkel o = 15°, o = 30°.

LOSUNG:

Es ist
1

dJ = da

cos? o
und somit der prozentuale Fehler

100 - AJ N 100cA« B 200A«
J ~ ctanacos2a  sin2a

Lassen sich die Winkel a auf einen halben Grad genau ablesen, so ist im Bogenmass |Aa| =
%0, 01745 und der relative Fehler wird

1,745
| sin 2¢| o

also z.B. bei einem Winkel von o = 15° gleich 3, 5%, bei einem Winkel a = 30% gleich 2%.




Hausiibungen

(H 38) (Monotonie differenzierbarer Funktionen )
(6P)

Beweise die Ungleichung
sinx  siny
>
x Yy

fird0<z<y<m.
LOSUNG:
Man zeigt, dass die Funktion f(z) = 522 auf (0, 7) monotone fallend ist. Wenn f’(z) < 0

fur alle z € (0, ) ist, ist die Aussage bewiesen.

f/(x) = £eszosinz Djie Funktion 22 ist auf (0,7) positiv. Sei g(z) = z cosz — sinz. Es gilt
g(0) =0, g(m) = —m und ¢'(z) = cosz — xsinx — cosz = —xsinx < 0 fiir alle z € (0, 7),
d.h. g(z) ist monotone fallend fiir alle z € (0,7). Daraus folgt, dass g(z) < 0 fiir alle
x € (0,7) ist. Damit ist bewiesen, dass f'(x) < 0 auf (0, ) ist.

(H 39) (Eindeutigkeitssatz)

(5P)

Zeige, daB fir z € (—1,1)

arcsin(x) 4 arccos(x) = T
gilt.
LosuNG:
Zunichst gilt die Gleichung in 0 wegen sin(0) = 0 und cos(3) = 0 fiir z = 0:
arcsin(0) + arccos(0) = 0 + g = g
Wir haben . / / 1 _q
(arcsin(z)’ + arccos(z)') = i + i =0,
d.h. arcsin(z)’ = —arccos(z)’ fir alle € (—1,1). Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt die
Behauptung.

(H 40) (Gleichung der Tangente)

(4P)

Bestimme alle Punkte (z,y(x)) auf dem Graphen der Funktion y(z) = z*, in denen die
Tangente parallel zu der Sekante ist, die die Punkte (-1,-1) und (2,8) verbindet.

LOSUNG:

Wir brauchen alle z € R, fiir die ¢/(x) = % % = 3 gilt. Aus y/(z) = 32* = 3 ergibt

sich x = £1. Also sind die gesuchten Punkte (-1,-1) und (1,1).
(H 41) (Lineare Approximationen)
(14-2+2P)

Eine lineare Approximation g einer differenzierbaren Funktion f im Punkt p ist g(x,p) =
Azf'(p) + f(p), Az =z —p.



2)

b)
c)

Berechne fiir den Punkt x den Fehler r(Az) der linearen Approximation g(x,p), d.h.
also r(Azx) = g(x,p) — f(x).

Bestimme lima, o 7(Az) und lima, .o r(Az)

JAV I

Sei f3(x) = 3. Bestimme die lineare Approximation g3 im Punkt z = 1 sowie den
zugehorigen Fehler r3(Az) = gs(z,1) — f3(z). Begriinde, warum sich auch fiir den allge-
meinen Fall f,, = 2™ fiir r,, Polynome ergeben und diese keine Summanden mit (Ax)°
und (Az)! enthalten kénnen.

LOSUNG:

a)
b)

Esist g(z, p) = Az f'(p)+f(p) und damit r(Az) = g(z, p)— f(x) = Az f'(p)+f(p)— f ().
Da f differenzierbar und damit auch stetig ist, gilt f(p + Az) — f(p) fir Az —

0, also insgesamt lima, o7 (Az) = 0. Aus der Differenzierbarkeit von f erhilt man

f(p+Az)—f(p) r(Az)
Ax Ax °

Esist f3(1) =1 und f5(1) = 3, also gilt g5(z,1) = 1 4+ 3Az. Damit ergibt sich r3(Az) =
—3A2* — Az®.

Im allgemeinen Fall ergibt sich f,(1) = 1 und f/ (1) = n, also g,(z,1) = 1 + nAz. Da
auch f,(z) = fu(1+ Az) = (14 Az)" ein Polynom ist, ergibt sich auch fiir r,,(Ax) ein
Polynom. Wiirde dieses Summanden mit (Az)® und (Az)! enthalten, so kénnte nicht

limaz—o ’""(Ai‘”) = 0 gelten.

f'(p) — 0, somit gilt auch lima, .o




