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4. Ubung zu linearen Opeartoren - Losungsvorschlag

19.

a) Sei z € X und (x,) € D mit z, — z. Dann ist (T'z,) C Y ein Cauchyfolge, also auch
konvergent gegen ein y, da Y vollsténdig ist. Definiere die Fortsetzung so: Tz := y. Man zeige
die Eindeutigkeit dieser Definition. Die Linearitét ist trivial und die Stetigkeit der Fortsetzung
folgt aus [|T'z|| = limp, s oc [[Tn|| < limp oo [|Tl[lznll = [[T]][|2]]-

b) 3¢ Argument: Es gilt

1Tz =Tx| < | Tnz =Tyl + Ty = Tyl +1|Ty — Txl| < | Tllllz = yll+ [Ty — Tyl + T llllz - yll.

Also withle zunéchst y € D mit ||z — y|| < &/M, und dann fiir festes y beachte die Konvergenz
des mittleren Terms.

c) Linearitét ist klar. Falls (m,,) € £°°, ist der Operator beschrinkt, und hat eine stetige Fortset-
zung auf ¢P  die auch noch durch die obige Multiplikation gegeben ist. Umgekehrt muss (m.,)
beschréinkt sein, denn betrachte d,, € ¢?. Dann gilt Md, = (0,0,...,my,...) und ||d,]|, = 1,
also folgt aus |m,| = ||Md,|| < [|M]| die Beschrinktheit von (m,,).

20.

a) [|R|| = 1 und ||L|| < 1 sind trivial, es gilt sogar ||Rxz| = ||z||. Weiter gilt L(0,1,0,...) =
(1,0,0,...),also ||L| = 1. Klarist, dass || M (z1, z2,...)|| = [[(miz1, mazs,...)|| < sup,ey |mn|:
(@1, 22,...)|l, dh. || M| < sup,cy|mn|. Sei ni € N, so dass my, — Sup, ey |my| fir £ — oc
gilt. Sei (z%) € (7 definiert durch z% =1 und 2 = 0 falls i # ng. Dann [|[M(zF)]| = |mp, | —
Sup,en |Mnl, also || M| < sup,,cn |my|. Analog beweist man ||M L|| = sup,,cy |[mn |-

b) Es geht alles im Wesentlichen so wie im Falle n = 1, also |[|[R"]| = [|[L"|| = 1 und ||M"|] =
supy_y [my], ferner gilt |77 = supysg [miss | - [mpal -« g ol

¢) Es gilt L"z — 0 stark. Denn: fiir festes z € /P sei N € N so grof, dass Y, v |z < e.
Daher ||LNz||, < €'/P. Es gilt jedoch ||L"|| = 1, also L” konvergiert gegen kein S € .Z(X) in
Operatornorm, sonst wiirde es auch stark gegen S konvergieren, was aber S = 0 bedeutet. Ein
Widerspruch mit 1 = ||L"|| — ||S|| = 0.

R"™ konvergiert stark gegen kein S € Z(X). Denn: [|[R™z|| = ||z||, aber R"z — Sz impliziert
(R"z)(k) — (Sz)(k). Es gilt (R"z)(k) — 0, also (Sz)(k) = 0, d.h. S = 0. Ein Widerspruch
mit [|z]| = [|[R"z[| — [|Sz|| = 0.

21.
a) Es gilt

1T flloe < Z llaa Do flloo < Z llaalloo [ Da flloc

la|<k la|<k

< max [|aalloc Y IIDaflloe = Ml fllcr(@)-
- lo|<k

b) Fiir f € C! mit [|f||cr <1 gilt:

Yy
|ﬂm—fwns/|fwuusu—yL

Dies bedeutet nach dem Satz von Arzela-Ascoli, dass B1(0,1) in C([0, 1]) relativ kompakt ist,
d.h. der Identitatsoperator is kompakt.
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c) Sei ¢ > 0 gegeben und withle § > 0 nach der gleichméissigen Stetigkeit von k auf [0,1]?. Sei
| flloo < 1. Es gilt fiir z < z:

(SH) - (55)(z |<\/ (:0)f /k(z,y)f(y)dy\s

‘/ (z,9)f / dy‘+’/ (x,y)f(y) dy — /k(z,y)f(y)dy

<l = 2] - |[Kllol[ flloc + el flloo < |2 =2 - [[klloc + €l flloo
falls |z — 2| < 8. Dies Zeigt, dass die Funktionen T'f, ||f|lo« < 1 gleichgradig stetig sind.

Verwende den Satz von Arzeld-Ascoli um die Behauptung zu bekommen.
Hausiibungen

22. Verwende den Satz von Korovkin. Es gelten: B,1 =1, B,,id = id und
B,id* =id W — id? (dass muss man natiirlich durch kurzes Rechnen nachweisen).

23. Sei z € /*° und nehme an, dass die Bedingung iiber a;; erfiillt ist. Daher ist die Reihe in der
Definition von 7' zunéchst konvergent. Es ist leicht die Linearitéit von 7' zu zeigen. Ferner gilt:

oC

[(T2)il < lagllz;] < lzlloo Y laij] < Mlz]].
=1 =1
Daher ist T stetig.

Nehme an die Stetigkeit von T'. Der Operator T ist insbesondere fiir den folgenden Vektor z; € £*°

definiert: o
. Tl ai #0
1171(]) = { ij K

0 sonst.
So gilt ||z;]|cc = 1. Die Stetigkeit von T' liefert:

Z |ai;| = Zaiﬂ?i(j) = |(Tz:) ()] < | Tzilloc <T|[Izillc < [IT]-
Jj=1 j=1
So folgt die Behauptung.



