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2. Ubung zu Banachriumen — Lésungsvorschlag

6.
a) Die Eigenschaften einer Norm sind einfach zu iiberpriifen. Verwende dafiir, dass (R?,]|| - ||,) ein

normierter Vektorraum ist (1 < p < 00).

b) Verwende: auf einem endlich-dimensionalen Raum sind alle Normen #quivalent.

¢) Falls ((zn,yn)) € X x Y eine Cauchy-Folge ist, sind (z,) C X und (y») C Y auch Cauchy-Folgen.
Nach Voraussetzung konvergieren sie auch gegen ein z bzw. y. Dann konvergiert aber (z,,y,) gegen
(z,y).

d) Sind Dy C X und D2 C Y dichte und abzdhlbare Teilmengen, so ist Dy X Ds dicht in X x Y und
auch abzdhlbar. Umgekehrt sei D C X x Y dicht und abzahlbar. Definiere Dy := {z € X : Jy €
Y mit (z,y) € D}. So ist Dy dicht in X und abzihlbar.

7. Definiere Jf = (f,f), J : C*([0,1]) — C([0,1]) x C([0,1]). So ist natiirlich .J ein isometrischer
Isomorphismus. Zu zeigen ist noch die Abgeschlossenheit von Bild J. Wir bentétigen den folgenden Fakt:

(1) f(@) — fy) = / "f)de g feCN((0,1)).

Sei jetzt (fn,f,) € BildJ eine konvergente Folge: (fn,fn) — (f,9). So folgern wir aus der obigen
Gleichung:

F@) = F(y)  ful) — Fuly) = / "2 dz o / ' g(2) dz.

Dies zeigt f € C*([0,1]) mit f' = g, d.h., (f,g) € Bild .J.

[I| -1ll, ist eine Norm: Dreicksungleichung und Homogenitét sind klar. Falls ||| f|||, = 0, so ist f(0) =0 = f'
und daher f = f(0) = 0 konstant.

Il - ]Il ist eine Norm: Dreicksungleichung und Homogenitit sind klar. Falls ||| f|||, =0, soist [ f=0= f'
und daher f = [ f = 0 konstant.

[I| - |l ist eine Norm: wie fiir || - |||,.

Aquivalenz der Norme: Wir verwenden (1): Es gilt:
|f(=)| < 1£(0)] +/ IFI <1FO)] +[If Il und daher [|f[lcx < 2[If[ll; < 2llfller
0

also || - [|gr und ||| - |||, sind equivalent. Ferner:

1 1 1
£l < / 141 e < Mfllor und - f(z) = / fly) dy + / . und daher ||flls < 211l

also || - [[g1 und ||| - |||, sind equivalent.

Die Norm ||| - |||; ist nicht #quivalent zu den anderen, weil C'([0,1]) versehen mit dieser Norm nicht
vollstandig ist.

8. X =c¢o, #7: Seixz € X und £ > 0. Wir zerlegen = = zn + yn, wobei zx (i) = z(i) fiir # < N und
zn (i) =0 fiir i > N. Sei N € N so grofs, dass fiir ||yn|| < €. Wir haben zn € coo und dadurch finden wir
Zn € coo NQY mit ||zny — zx|| < e. Zusammenfassend ||z — zx|| < ||z — zn|| + ||zx — zn]|| < 2¢. Dies zeigt,
dass die abzéhlbare Menge coo N QY in X dicht ist.

X =c¢: Sei x € ¢ mit a = limz,. So zerlegen wir z = & — al + al, wobei 1 die Konstante-1-Folge ist. Es
gilt z — al € ¢q also wir kénnen den obigen Fall verwenden. Dies zeigt, dass (coo N Q") + Q1 eine dichte
Teilmenge, und natiirlich abz&hlbar, ist.

9. a=b): Ist D C X eine dichte und abzihlbare Teilmenge in X, so ist DN B(0,1) dicht in B(0,1) und
natiirlich abzdhlbar.

b = ¢): Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass in einem separablen metrischen Raum alle Teilmengen
separabel sind (dies konnte man auch fiir “a = b)” benutzen).

¢ = a): Sei D ein dichte abzihlbare Teilmenge in S(0,1) und = € X beliebeig. Es sei £ > 0 gegeben. Es
gibt dann y € X mit ||y|| € Q, so dass ||z — y|| < &. Dies zeigt, dass Q- D = {qz : ¢ € Q,x € X} dicht ist.
Natiirlich ist Q - D auch abzahlbar.
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10.

a,b) Definitionen iiberpriifen!

¢) (Wir nehmen (o, ) C [a,b] an.) Ist f, € E mit f, — f, so konvergiert f,(z) — f(z) fiir jedes
z € [a, f] und dadurch gilt f(z) = 0, also f € E. D.h. ist abgeschlossen. Fiir f € C([a,b]) setze
J(f + E) := flja,p). Dann ist J wohldefiniert: ist fi + E = fo + E, so gilt fi — fo € E und somit
filia,p1 = filia,p)- Klar: J is linear. Die Abbildung J ist injektiv: falls J(f + E) = 0, so gilt f € E,
also f+ E = 0. J ist surjektiv: ist g € C([a, B]) so existiert f € C([a,b]) mit fln,5 = g (z.B. setze
g als konstant g(a) bzw. g(8) auf [a,a] und [3,b] fort). Es gilt dann J(f + E) = g. Also J ist ein
linearer Isomorphismus. J ist auch eine Isometrie: sup,cp, 51|f(2)| = |J(f + E)lloc < [If + hlloo fiir
jedes f € C([a,b]) und h € E. Daher gilt ||J(f + E)||lss < ||f + E||. Man muss noch zeigen, dass

I7(f + E)llc = sup |f(x)] =|If + Ell = inf ||f — gllo-
z€[e, ] 9er

Das heifit fiir ¢ > 0 gibt es g € E mit ||f — glloc < sup, ¢, 5 [f(2)] + e Sei § > 0 so klein, dass
|f(y) — flz)| <efir |z —y| <dund a < a—4d, B+ <b gelten. Setze

f(@) = f(a) z € [a,a — ]
0 z € [a, B]
f(@) = f(B) T €[B+9,b]

linear fortgesetzt sonst.

g(x) ==

So hat g die gewiinschten Eigenschaften.

11. Um die Dichtheit zu zeigen verwendet man den Satz von Stone-Weierstrak. Der Raum X is separabel,
denn

D= l(i@n{h =p-q: h(z,y) = p(z)q(y) p,q Polynome mit rationellen Koeffizienten} C X,

ist dicht in E und somit in X (ling bezeichnet die lineare Hiille iiber dem Korper Q).



